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jem ili čitljivo rukom na jednoj strani papira i to tako, da se rješenje 
svakog zadatka nalazi na posebnom papiru, Ako je uz rješenje potrebna 
slika, treba je nacrtati posebno, po mogućnosti na boljem papiru. Rje- 
šenja označena zvjezdicom objavit ćemo već u drugom narednom broju 
»Glasnika«, Te zadatke mogu riješiti i učenici srednjih škola, odnosno 
studenti prvih semestara, Neka .se redakciji šalju i zadaci, ali samo 
originalni i sa pripadnim rješenjem. 
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JEDNA TEOREMA FUNKCIONALNIH REDOVA 
Lazar Karadžić, Cetinje 


Teorema — Da bi red 
NY ustao tr) 
0 
uniformno konvergirao u intervalu [a,b], potrebno je i dovolj- 
no, da u istom intervalu uniformno konvergira red 


(n) 
v A" u, (x) "(1 ; 


n! 
0 
ma kakav bio niz 


ara, (x) = u, (x) — E. Ties at ke es u, (x) Fu, (2) 
koji uniformno konvergira ka nuli u [a,b] i ma kakva bila 
funkcija 

F@= y v, (x) €" 


0 


holomorfna u tački t ==1. 


Prema stavu Oguiewetzkoga (') biće potreban i dovoljan 
uslov za uniformnu konvergenciju reda 


oo 


>) u, (x) v, (x) (1) 


0 
u [a, b], ako red x | v, (a) | (2) 
0 


također u [a,b] uniformno konvergira, 
Pretpostavimo da red (2) uniformno konvergira u intervalu 
[a, b]. Iz ove pretpostavke proizlaze sledeće činjenice: 


10 Glasnik 
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1 — Funkcija 

ro=Yvee)r (8) 
s ' 

kao i svi njeni izvodi biće holomorfna u oblasti A koja sadrži 

tačku t = 1. Zbog toga će ne samo red 


PF 
ae -y Gi v, (x) 


nego i red y C, |v, @)|, (4) 
gdje je CG = ie , uniformno konvergirati za svako x u inter- 
valu [a, b]. 

2 — Kako se funkcija 


F (j= N Dea) LZ (5) 
hh 
za t=1 svodi na ostatak reda 
Ji v, (x), (6) 
0 


to će prema tome niz F, (1) =="7,,, (x) uniformno zadovoljavati 
cvaj uslov 

IF, =I, op @l<e 
u [a, b]. Isto tako imaće se u [a, b] ova nejednakost 


[FO (| a 


neutal=|¥ e 490) <2, (7) 


gde nam re (1) označava i-ti izvod funkcije (5) po t u tački 
u==1, Ova Saso očevidna je, jer je zaista 


x Oo @|<Vc 0,4 (2) | <y Ci, | o, (2) | <e, 8) 


p=i p=i 
gde nam Ds Cas | V,+p (x) | 


p=i 
pretstavlja ostatak uniformno konvergentnog reda (4) u [a, b]. 
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Prema tome će ne samo niz 


rats (@) = WIC, O45 (2) (9) 
p=i 
nego i niz 9,+1,:(0) = y Cana (x) | (10) 
uniformno konvergirati ka Ak u [a,b] za svako i >0, tj. biće 
prema (8) Ieee (OlS g, (a) <e. (11) 
Be Red Uj ri (2) 


biće apsolutno konvergentan za svako x u [a,b] i kao takav 
imaće vrijednost 
Vreolto= 8 =P cow (12) 
za svako i> 0. 
Pošto ostatak R, , (x) ovog reda za svako x u [a,b] zado- 
voljava prema rečenom ovu nejednakost - 


LIKE) 


to očevidno izlazi, da će red (12) zaista biti apsolutno konver- 
gentan, pa će prema tome za njega važiti asocijativan i komu- 
tativan zakon. Zbog toga će se imati ovaj rezultat: 


TI (lj ik Ci |v, @)|<e, 


co 


3 Ti (2) = [0 @) +Cv,,, (x) +... + Cv, (x) + | ae 


= td 


EO) + C24, O+. Cow, (0) + oer eee 


+ [v,@) +...) +...=4,(2)4+ CL, 0,4, @)+...+ 


, FO ih 
ene od... = PE 3 
n—1 
u kome je stavljeno > Gi. = Gi e šo. 
m=i—1 


a koji je istovjetan sa (12). 
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Prema izloženom imaće se ova relacija. 


co 


rs @)= Nr), (13) 


a iz ove očevidno dobiva se ovaj niz transformacija: 
To ET (2h) Teme g (ZIVE UL 2 0 (14) 
u kome za i==0 treba da stoji 
no =O (at) =e, (x) Se EO 
Ako se na parcijalnom zbiru n prvih članova reda (1), 
tj. na nizu 
S, (2) = Mu (£) u, (2), (15) 
0 


izvrši prva od transformacija (14), tj. kad se u njemu stavi 


v; (x) = 7,9 (©) — Tino (2), 
tada ¢e se dobiti ovaj niz 
S, (x) = Neva u (o)mkey 
1 

sb Uy (x) I (1) sa u, (x) T4+1,0 (x) D (16) 
gde je 

—4'u (x) = up, (2) =—u, (x). 

Ako se u izrazu 
A (=>Dra uke (2) 
1 

niza (16) stavi prema (14) 

To (= na) = Tina (x), 


tada se dobiva ovaj, rezultat 


y (—1)! 4" u (2)7,,(2) = > A*u, (a) 7, , (0) + 


F! (1), 


+ Alu, (x a NEY (o Pro eal 
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koji kad se unese u (16) daje 


n 1 ‘ (i) 
S, (x) = pj (au (eh ha) yi A’ uy (x) - — 
2 0 
—V ety, @) nu), (17) 
gde je A’ u, (x) = u,_, (x) — Cu, (x) + u, (2), 


a gde treba da stoji za i= 0 
A° u, = Uy (x) i A u, (x) = u, (x). 


Na ovaj način se niz (15) pomcću prve od transformacija 
(14) svodi na niz (16), a ovaj se pomoću druge po redu od 
transformacija (14) svodi na niz (17), a ovaj bi se dalje, kad 
bi se na izrazu 

y (—1)? A? u, (x) 7, , (0) 


izvršila treća po redu od ovih transformacija, sveo na niz oblika 


n Che @ 
S (x) = DA (—1)? A5 u, (a) el (x) + i A Uy (x) F ae a 
3 0 
M i—1)' A’ u, (x) 1,4, (2), (18) 


gde je du (x) = u, (x) — G MED) Be CG We) sg Ae) 


Ako bi se ovaj postupak nastavio dalje na izrazu 
M Datu, 
do zaključno sa s ae tada bi iz (18) dobio ovaj oblik: 
5) = V A 4u,@ 1.0 + 
s—1 s—1 
E A A’ u(x) —— iD se Os = X (—1) du, (x) 7,4, (2). (19) 


0 
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Kada bi se u nizu (19) na izrazu 
Na (—1)' A’ u, (x) 7, _, (2) 


uzastopno vršile dalje transformacije (14) i to sve dotle dok 
se ne iscrpe svi njegovi članovi, tada bi se na kraju ovaj niz 
sveo na niz oblika 


n : (i) n—1 radi 
s,@ = Pau 2 — VP naa, (0) 4s, @, (20) 
0 0 


kod koga nam 4’ u, (x) označava i-tu razliku niza: uw, (x), 
wy (x),...U, (x), a A’ u,, (2) takođe nam označava i-tu razliku 
ovog istog niza, ali kome članovi sleduju obrnutim redom, 
ti. biće 


A u, (x) = u, (x) —C; u (x) +... C) u, (x) F u, (x). (21) 


ol; 
Prema (20) imaće se 
" @ 
s,@)—8,@)=\\ au, @) +2 — 
i m+1 


n=i 


ZD ena u, (0) 1,41. (2) — 


m—!1 


sine it) | : (22) 
0 


Potreban i dovoljan uslov da bi niz (20) uniformno kon- 
vergirao u [a,b] jeste, prema Cauchy-evu stavu, da je uni- 
formno ispunjen ovaj uslov: 


+ 


e ra U 


|s,@)—s, @|<|¥ Nu, | 4 


m+1 


n—1 


+ » (esi) At inj Tatra (2) | + 


+» (HY 44, @) rađe. e 
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m1 


Niz | y (—1)' A’ U, (0) 7,41, 5 (2) | 


biće nulti za svako x u [a,b] prema. Toeplitz-ovu stavu, kad 
god niz 4‘ u, (x) uniformno konvergira ka nuli u ovom inter- 
valu, pošto se zna, prema ranije rečenom, da je 


n—1 


Tats, « (2) | = 0 i AA ni) | = 
0 


lim 


n> 


|M ete, te| <a 
i=0 
za svako i >0 i za svako x u [a,b]. Očevidno je, da će, kad 
god niz (—1)' A’ u, (x) uniformno konvergira ka nuli u ovom 
intervalu, u tom istom intervalu uniformno konvergirati ka 
nuli i niz A'u, (x), jer se ima u ovom slučaju 
| 4’ u, @)| = [fu (2)]. 
To znači biće 
Emi E a) = 0. (24) 
i>e — 
Dakle, kad god niz 4‘ u, (x) uniformno ispunjava uslov (24) 
u [a,b], tada će biti uniformno: ispunjeni i ovi uslovi: 
nt 


NED| <5 


m—1 


na aes € 

ili M (=D Au. (x) ri (a) | <a su 
0 

Prema tome, pošto se zna da je 


. a 
pi u, (x) 0, (| ES 


iz (22) sleduje 


DEL JE mony (25) 


kad god je ispunjen uslov (24) za svako x u [a, bj. 
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Kad uslov (25) ne bi bio ispunjen u beskonačno mnogo 
tačaka x,,r==1,2,3,..., intervala [a,b], nego bi bilo 


M dato S| > se, 


m+1 


tada bi se prema (22) imalo 


SY w@ae@|> [VN aq@ Ja pre 


n—1 


-- by (—1) 4 u, (x) 7,4, , (2) | -- 


m—1 


bm » (1) 4’ u, (x) Tas, (2) Sen 


Prema tome ne bi ni niz (15) u ovim tačkama konver- 
girao, t. j. niz S, (x) ne bi bio uniformno konvergentan u [a, b], 
ba prema tome ni red (1), Sto je suprotno našoj pretpostavci. 

Dakle, iz gore rečenog izlazi, da se može odrediti uni- 
formna konvergencija niza S, (x) pomoću niza 

s (i) 
NEI sia) B ane 

0 
kad god je uniformno ispunjen uslov (24) u [a, b], jer se prema 
(20) ima u ovom slučaju 


oka 3 @ 
lim S. (2) .= lim [ A u, (x) | . 
n> e n=> o s t: 


Kako niz S, (2) prema pretpostavci uniformno konvergira 
u intervalu [a,b], to će očevidno biti (?) 


o F% (i) 
lim S, (@) = f(@) = y A i, @) mao) 


oo 


gde je f(x) = y u, (x) v, (x) 


0 
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ijedna neprekidna funkcija u ovom intervalu. Ova funkcija biće 
zaista neprekidna, jer za x, 1 x. postoji ova nejednakost 


f(x) = f@,)} < 1S, (x) —S, (@,)| +1R @)| +1R, 60), 
a od ove, kad se uzme za a jedan takav broj koji za |z,—2x.|<a 
daje 
[Sy Ken I< ey 
dobiće se nejednakost 
| f (x) —f (e)| <3e, 
posto: je [Tee E te Whee. (205) << e 
Iz (26), dakle, izlazi ono Sto se trebalo dokazati, da se 
može odrediti uniformna konvergencija reda (1) pomoću reda 
(26) kad god je uniformno ispunjen uslov (24) u [a, b] i kad god 
je funkcija (3) holomorfna u tački t=1. 
Prema (19), a pod pretpostavkom da je n >> m >s, gde je 
s jedan stalan broj, sleduje: 


S, (2) — S, (2) = ND fu, @) 1,,@— 
m+1 


sl 


= fe (—1) au, (2) 7,4, (2) — 
0 


s—1 


PSY neta ar, se (27) 
0 
Pošto je niz r,,, , (x), prema rečenom, nuiti u [a, b], tj. 


€ 
e hE) ee aes te 0; 


to će očevidno biti 
sl 


[M 044091, <5 


sl 
kad god je p> eu (2), <M (28) 
0 
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Za svako x u [a,b]. Prema tome iz (27) sleduje 
|S) E0491, S18, 0-5, @)| + 
m+1- 
s—1 
+1 Cy 44, @r..@)] + 
0 
s—1 


+ |) a 44, 7:0) <e, 
0 
Pao g 
jer je |S. (x) — S, (2)| < mj 
Otud, dakle, iz (19) sleduje 


n=> e n=> o 


lim.S, (x) = lim [9 (-1)' 4’ u, (x) 7, ,(@) + 


s—1 (0) 
+ M mrave i a | , tj. biće 


tol 


(2) 
f (x) = Pye 2 + Jano), 09 


gde je lim S, (x) = f(x) = y u, (x) v, (x). 
n>> » s 


Dakle, da bi red (1) uniformno konvergirao u [a,b], po- 
trebno je i dovoljno da red (29) uniformno konvergira u [a, b], 


ma kakav bio niz 


1 


S ova 


uniformno ograničen, 
Ako se u (29) stavi da je s=1, onda se dobiva red 


u, (x) F (1) ay A u,(@) 7,9 (@), (30) 
0 
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koji ¢e biti uniformno konvergentan u [a, b], ako je prema (28) 
uniformno ispunjen uslov 
lu (x)|< M 

u [a, b]. Odavde proizlazi stav Oguiewetzkoga ('), prema kome 
se može odrediti uniformna konvergencija reda (1), ma kakav 
bio niz u, (x) uniformno ograničen u [a, b], pomoću uniformne 
konvergencije reda (30) u istom intervalu. 

Poznato je, da kod datog cijelog reda 


co 


f(x) = Jia (31) 


U 
red B. x" apsolutno konvergira u krugu poluprečnika r =1. 


0 
Prema tome će red 


a, + » fi thai eee: (32) 


konvergirati u istom krugu, ako je prema ranije rečenom 
alke: (33) 


Formula Cauchy-Hadamard-ova za red (32) glasiće 


n—] 


lim sup \ | 4 a, | = ll—z|, 


gde je |x|—1, koja se za x—=e% svodi na ovu formulu 


lim sup V[ 4°" a] = v2 (bh ih 8). 


Iz ove formule dobiva se kosinus pravca neke singularne 
tačke na krugu konvergencije r==1, t. j. dobiva se formula 
k? 

2 


gde je lim sup \ | te a, | =k, 


do koje je došao M. Mandelbrojt putem Euler-ove transfor- 


cos 9 = 1 — 


, 


macije učinjene na redu (31). (?) 
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Red (32) pretstavljaće jednu cijelu funkciju po promjen- 


ljivoj 
x ; A ki mi | 
dže ako je lim sup NI a =0 
ee. a il 
jer je R = ————— =o 


lim sup VI Aa 


Tada bi funkcija f(x), pretstavljena redom (31), bila jedna 
uniformna funkcija, koja ima tačku x=1 kao jednu jedinu 
singularnu tačku u ravni. Pošto niz A'a, u ovom slučaju pret- 
stavlja koeficijente reda jedne cijele funkcije, to, kad se red 
(32) napiše u obliku 


oo o 
n—|] cP n+p 
ay atc DI A a) C nap 
1 | 


pa potom uredi po x, dobiće se tada ovaj red 
ć 34 
PILE: (34) 
0 
kod koga su koeficijenti cijele funkcije svojih indeksa, koji 


sporije rastu od funkcije e“! Uporedi li se red (31) sa (34), 
dobija se 


a, = g(n). 

Dakle, kada red (31) pretstavlja jednu uniformnu funkciju, 
koja ima jednu jedinu singularnu tačku i to x=1, tada su 
njegovi koeficijenti jedna cijela funkcija svojih indeksa, koja 
sporije raste od e“!“!. (4) 

Od reda (31) napisatog u obliku 


dobiva se red a, + y ape ( = J’ . (35) 
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gde je b,=a,a'", koji nam pokazuje, da će red (31) biti kon- 
vergentan u krugu poluprečnika r—|a| ako je niz A"b, nulti. 


Ako se u (35) stavi svuda —a mjesto a, tada će se dobiti red 


n n—l] A 61 We 
ay + YA a, (=), 
I 


gde je d,=a,(—Q)". Primijeni li se Cauchy-Hadamard-ova for- 
mula na ovaj red, dobiće se formula 


lim sup VIA? d, | = at 
koja se za x =a svodi na formulu 
lim sup | 4” ‘d,| = 2, (36) 


gde je 
Ad, =(—1" @,a"°+C_,a,,@ +...+Ci_,a,@ +a, a). 


Mo at ned 


U formuli (36) izražen je potreban i dovoljan uslov da bi 
tačka x =a bila singularna tačka na krugu r= a. (°) Tako 
na pr. kod reda 


a a" : n—1 
\ a kodskogasje! / d, = 
bed on 6 4 


1 
biće tačka x—1 singularna, jer je zaista prema (36) 


lim sup V sits 2. 


Ako je niz b, =a, a" jedan aritmetički niz višeg reda i to 
n-og reda, t.j. ako je A'b, identički jednak nuli za svako i > n, 
onda se funkcija f(x), pretstavljena redom (31), prema (35) 
može napisati u obliku 


fay = a, +) Ab, ecole 


Dakle, kad god je niz a, @ aritmetički niz n-og reda, onda 
će funkcija f(x), pretstavljena redom (31), imati jednu jedinu 
singularnu tačku x =a ito kao pol (n-+1)-tog reda. 
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Pretpostavi li se, da je funkcija f(x) neki polinom n-og 
stepena, tj. “+ ae : 
f(z)= )) a2, 
0 
kod koga su koeficijenti a, cijeli brojevi, a koji čine jedan 
aritmetički niz m-og reda, tada se isti može napisati u obliku 


(i) 
Oe Va Zb (37) 


n 


ae zo 
Pu ose e ote“ 


gde je 


Ako se u (37) stavi da je x == 1, dobiće se tada ova formula 


a a = M Ce A ay» (°) 
0 i=0 


eee bie pitt 
jer je y C= Co 


Po ovoj formuli moze se naći obrazac za ovaj zbir 


n—1 


a Ph Ss 


0 
Neka se tačka x ==a, gde je a #0, funkcije f(x) pret- 
stavljene redom (31), nalazi u njegovom krugu konvergencije, 
kod koga, kad se napiše u obliku 


f(x) = M a, €" EE 


0 
red > a,@” pretstavlja jedan apsolutno konvergentan red. Pre- 
( 
ma tome mjesto da se traži oblast A, u kojoj je ova funkcija, 
definisana ovim medom, holomorfna, potrebno je i dovoljno 
prema našoj teoremi posmatrati ovu istu funkciju pretstavljenu 


ovim redom co 


(n) 
i(g) = Md a" fF ie. 2 , 


0 


Jedna teorema funkcionalnih redova 159 


: n n x Ye 
gde je Z, =O, % a A%&%= (2 —1) , 
koji ima smisla kada je |A"Z%)|<e, tj. kada je |x| <2|a|<2r. 
Otud ovaj red, kad se napiše u obliku 


oa (1) 
PE (oor, 
0 


pretstavlja nam Taylorov red. Na ovaj način izveden je potre- 


ben i dovoljan uslov kada se neka funkcija može razviti u 
Taylorov red, 
Kod funkcije F (1) pretstavljene ovim redom, 


co 


F (x) = ke HP U! 


0 


biće tačka y = ab singularna, ako je 


lim sup V[ 4774, ] dy| = = 2, 


gde je d =a,b.y’=a,b,e"B", aa rere tačka reda 


JA a,x, a 6 singularna tačka reda DY: bla 40) 
0 


0 
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UN THEOREME SUR DES SERIES FONCTIONELLES 


Par Lazar Karadžić 


Résumé 


Théoréme. — Pour que la série (1) converge uniformement 
dans lintervalle [a,b], il faut et il suffit que dans le meme 
intervalle converge la série 


quelle que soit la suite A4"u, (x) qui converge uniformément 
vers le zero dans [a, b] et quelle que soit la fonction (3) holo- 
morphe dans le point t= 1. 


En supposant que la série (2) converge uniformement dans 
[a,b], on obtient: a) D'aprčs le théoréme dO guiewetzki 
ce sera une condition nécessaire et suffisante pour la conver- 
gence uniforme de la série (1) dans [a, b]. b) La fonction (3) 
sera holomorphe dans le domaine A qui contient le point t= 1. 
c) La fonction (5) comme d’ailleurs toutes ses dérivées formera 
une famille des suites qui convergent vers le zéro. Ainsi, en 
vertu des propriétés connues de series absolument convergen- 
tes, sera évidente expression (12) de laquelle resulte la relation 
(13), et de celle-ci a la fin une suite des transformations (14). 


Si la suite (15) est soumise a des transformations succes- 
sives (14), elle m&me prendra la forme (20), laquelle, pour 
étre identique a la suite donnée dans [a,b], il faut, d’aprés 
Cauchy, qu’elle satisfasse uniformément a la condition (23). 
Cette condition sera remplie toutes les fois que, d'apres Toeplitz, 
est remplie uniformément la condition (24), l’expression (12) 
étant bornée uniformément dans [a, b]. Enfin, si lon prend que 
n—> o, et en supposant que les conditions citées plus haut 
soient remplies uniformément dans [a, b], on arrive au résultat 
(26) qui correspond a ce qu'affirme notre théoréme. 

Si nous appliquons ce théoréme a la fonction définie par 
la série (31), nous obtiendrons les résultats suivants: 
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a) La fonction (31) sera uniforme et aura le point x =1 

comme un point singulier unique en plan, si 
lim sup VA a, | 10 

b) La fonction (31) aura sur le cercle de convergence le 
point x =a comme singulier, si la condition (36) est remplie; 

c) La fonction aura sur le cercle de convergence le point 
x =a comme pole unique d’ordre n+ 1, si la suite a, a" est 
une suite arithmétique de ničšme ordre; 

d) si la fonction donnée (31) est un polynome de mičme 
degré tel que la suite a, soit ume suite arithmétique de mičme 
ordre, elle pourait čtre mise sous la forme (37) et d’ici pour 
x =1 on obtient la formule 

i+1 i 
Di MVC A Ay 5 
== 
0 0 

e) on en vient a une condition néccesaire et suffisante, ou 
une fonction quelconque peut.étre développée en une série de 
Taylor. 


11 Glasnik 


O NEKIM RELACIJAMA 
MEĐU DETERMINANTAMA 
Vladimir Glaser, Zagreb 


Na jednom kolokviju Društva matematičara i fizičara spo- 
menuo je g. prof. Blanuša slijedeću relaciju među dvjema 
determinantama: 


a? ža m 8 i 
a 
(1) ay ad-+ By B6 | = | : 
vy 2960.0" . 


Ovdje ćemo naznačiti jednu metodu, kojom se sustavno 
može doći do ovakovih i sličnih »cijelih racionalnih« odnosa 
među determinantama, 5 

Promatrajmo linearnu transformaciju x’, = Đ a,c, (Lk = 


k= 
=1,..., n) u n-dimenzionalnom x-prostoru , ape ćemo kraće 
označivati sa 2" =ax, gdje je a kvadratična matrica sa koefi- 
cijentima a,,. Njezinu determinantu ćemo pisati sa al. Ako 
svakoj transformaciji a u r-prostoru pridijelimo po izvjesnom 
zakonu jednu linearnu transformaciju A u N-dimenzionalnom 
X-prostoru, reći ćemo da transformacija a u x-prostoru indu- 
cira transformaciju A u X-prostoru, i označivati to sa a— A. 

Nas zanima sada relacija između determinanti | A! i lal. 

Ako je zakon pridjeljivanja a—> A takav, da zadovoljava 
shemi: 
(2) i iz a>Aib—B slijedi ab > AB 

P) identičnoj transformaciji 1 > identična transformacija 1, 
onda izračunavanje determinante | A| možemo znatno pojed- 
nostaviti na temelju ove primjedbe: iz (2) slijedi 1 == aa-!—> 
—> AB=1, gdje je a> A, at—+Bi a inverzna transfor- 
macija od a; no to ne znači ništa drugo nego B= AM, t. j. 
a—'-—> A, Odavde dalje slijedi 

sas-!—> SAS—, 
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ako je s kakva god matrica sa inverznom s-! i s+ S. No kako 
vrijedi s druge strane za determinantu |A|—|SAS—\|, to 
možemo zgodnim odabiranjem matrica s pojednostaviti matricu 
sas tako, da će izračunavanje determinante | A! biti znatno 
olakšano. To ćemo ilustrirati na dva primjera. 

I. Neka je transformacija x’ == ar zadana sa 


xy = aX, + PXQ _ (a8 
a BS ie nie sti) 
Ona će u prostoru varijabli X =ar"'a;(r=0,1,...;n) indu- 


Cirati transformaciju 
Xa ai = (ax, + Bay)" (yx, + bas) = 


oA ie mesna, ZukračetX'=AX: 


0 s=0 


(4) 


ea 


Pri tome su A,, homogene racionaine funkcije n-toga stupnja 
od a, B, y, 0. Mi ih ne ćemo ovdje eksplicitno izračunavati. Svoj- 
stva (2) su ispunjena: 

a) slijedi odmah, ako transformaciju 2’ = iba: izvršimo u 
dva koraka x’= ax” i x” — bz i to primijenimo i na definiciju 
(4). Pri tom su a i b kakve god dvije transformacije tipa (3). 

B) slijedi, ako u (4) stevimoa =95=1,B =y =0; to naime 
daje X.=X. 

Sad ćemo izračunati determinantu | A| za slučaj, da je a 
dijagonalna matrica, t. j. oblika 
6) ely gals RIMA. 

Uvrštavanjem u (4) pripadajuća transformacija A glasi: 

SA ACK cr = 0,120.50 
t.j. A je takoder dijagonalna matrica i njezina je determinanta 
produkt svih dijagonalnih elemenata, t. j. obzirom na (5) 
(6) Se a 0: 

Tvrdimo, da (6) vrijedi i onda, kad je a hermitska matrica, 
ee ery — 8. = konjugirano-kompleksno od B. Poznato je naime, 
da tada postoji matrica s takova, da je sas! dijagonalna ma- 
trica, no za tu dijagonalnu matricu vrijedi (6): 

| SAS"! | ess | Oe Cee penne = | A| bd A ree De = 0 /s+S/ : 

Tvrdimo dalje, da (6) vrijedi i onda, kada je a kakva god 

matrica (y = B). Lijeva strana od (6) je na'me onda cijela racio- 


Dar 
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nalna funkcija R (6, y) od y i 6. Kad u nju stavimo y = B, ona 

se identički poništava prema već dokazanome. No iz R (8, 8) = 0 

slijedi i R(B,y) = 0. (Dokaz: R(B,B) = X a,,B'B'. Stavimo 
ks 

B=Tre", B=re-".1Iz R(re*, re~”) = 0 slijedi uz čvrsti » po 

poučku o identičnosti polinoma, da se svaki član uz istu poten- 

ciju od r mora poništavati za sebe, t. j. da je svaka suma 


X a. =o. 

k=0 
Pomnožimo to sa e-:'%—m*" i integrirajmo od 0 do 2a. Izlazi 
a, n—s =O, Sto vrijedi za sve sis—m=0, q. e. d.). (6) vrijedi 
dakle: sasvim općenito. Kad izratunamo na pr. koeficijente A , 
za slučaj n = 2, dobivamo formulu (1). 

II. Polazimo od dvije simultane linearne transformacije 

x’ —=ar i & =d u m-dimenzionalnom x-, odnosno n-dimen- 
zionalnom é-prostoru i pridjeljujemo im transformaciju A = 
=a Xa danu sa 


(7) Xu Ba, DA a,%,X%,, (r=1,...,m; #=1,.-1,n), 

s=1 v=1 
simbolički: (a,a) > A=a Xa. Pri tome parovi indeksa (ru) 
odnosno (sv) igraju ulogu jednostrukih indeksa i odn. k, kojima 
su numerirani retci odn. stupci matrice, simbolički 


m PAL ke 


Kod svrstavanja koeficijenata A,,,,, u kvadratičnu matricu 
moramo se odlučiti na jedan medoslijed dvostrukog indeksa (ru) 
odn. (s) (nasprs: (12) (281) 805: ). Na predznak deter- 
minante taj redoslijed ne utječe, jer prijelaz na jedan drugi 
redoslijed permutira na isti način retke i stupce prvobitne 
determinante. Na temelju definicije (7) verificira se odmah ovo: 
a) iz (a,a) > A i (S,o) > S slijedi (sa, ca) > SA 


(8) 6) d,1)—1. 

Ako su a i a dijagonalne, slijedi lako 
(9) |Al=lal'laf". 

Na temelju (sas—!, oao—!) > S AS vrijedi (9) i za her- 
mitske a, a, a odatle sličnim zaključivanjem kao u I i za 


općenite a, a. 
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Ako preglednosti radi pod svaku matricu potpišemo i broj 
njezinih redaka (odn. stupaca), možemo (9) pisati i ovako: 


(10) hia etal a Fife |™., 
Odavde slijedi indukcijom: 
(Tt) laXbXe|=laf"lo|"lef" 
m n l 


i općenito 


(2) laXeXx.Xa4=][[4"", N=mm...n,, 


n 1 


Pp 
P ve 


Iz (10) izlazi na pr. zaa =a, a isto kao u (3): 


a” aB af fp? 
4 
(13) ay ad By Bo = ap 
ay By ad Bo 7 
y yd yd & 


Problem se dakle reducira na pronalaženje preslikavanja 
a —> A, koja zadovoljavaju (2), t. j. na proučavanje linearnih 
reprezentacija grupe afinih transformacija a x-prostora na 
samog sebe. 


ABOUT SOME RELATIONS 
BETWEEN DETERMINANTS 


by Vladimir Glaser 


Summary 


A method of obtaining and generalising identities like (1) 
and (13) is sketched in the article, Given a linear representation 
of the group of all linear transformations a in n-space, one has 
to compute the determinant of the representative A of a. The 
work is facilitated by considering only diagonal matrices a. The 
identity thus obtained is first shown to hold also for all Her- 
mitian matrices a and then for general ones. The method is 
illustrated by the representation given by (3) and (4) leading to 
the mesult (6), which reduces to (1) for n=2, and by Kro- 
necker’s product representation (7) leading to (9) and its straight- 
forward generalisations (10), (11) and (12); (13) is a specialisation 
om(9) for a=a = (3). 


O PRIMJENI DUALITETA NA PROMATRANJE 
KORELACIONIH ODNOSA U STATISTICI 


Dr. Vladimir Vranić, Zagreb 


Uz pomoć teorije korelacije istražujemo, da li između dviju 
ili više obilježja jednoga kolektiva postoji veza. Kada imamo 
primjerice kolektiv, kojji promatramo na osnovu dviju obilježja, 
koje možemo označiti s x; i y,, onda svakom x, pripadaju razne 
vrijednosti za y, , kod čega pojedini y, dolaze s različitim - 
frekvencijama. Isto tako pripadaju i svakom y, razne vrijed- 
nosti od x,. Ako potražimo srednje vrijednosti svih y,, , koji 
pripadaju izvjesnom x, i ako označimo te vrijednosti s U, , onda 
sve te točke s ordinatama y, leže na jednoj krivulji, koja se 
zove linija regresije. Isto će vrijediti i za sve analogne točke 
a U praksi bit će te linije posve nepravilne crte, možemo se 
međutim zadovoljiti time, da potražimo pravac ili krivulju 2. 
ili višeg reda, koja će prolaziti najbliže uz gone navedene točke 
Y; odnosno x, . Ako je moguće naći takove pravce, onda govo- 
rimo da postoji linearna komelacija, koja se grafički predočuje 
s dva pravca, koji se sijeku. Što manji kut čine ta dva pravca 
međusobno, to tijesnija veza postoji među obilježjima kolek- 
tiva; ako su pravci okomiti jedan na drugom, onda ta veza uopće 
ne postoji. Teoretski se to pitanje rješava uz pomoć korelacio- 
nog koeficijenta, koji se bilježi s r i koji je jednak 


ae Pin 

rely Mathes 

Ox Oy 
sate ili = = 
gdje je Mi =F ih @—D &—y) 


C=) hn S ee 
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1 mv) 
P= Fy Df, 4, — 9). 
N je broj članova kolektiva, a f, frekvencija članova s obilje- 


žjima x, i y, , dok su zi y snednje vrijednosti svih x, odnosno 
Uj. Poznato je, da navedeni pravci imaju jednadžbu 


= Oo m 

Jeru na ole“) (i) 
sis han Op == 

u aa ae Ps (2) 


Kut, koji čine takva dva pravca, neka je a, pa se može lako 
pokazati, da je 
iga = 


Kad jer=1,onda je tg a—0 ij a—0, a ako je r=0, onda je 
tg a= co odnosno a sia Prema tome veza, koja postoji među 


_dvjema obilježjima, bit će stvarno to tjesnija, što je kut manji; 
ako je kut jednak nuli i ako osim toga svi x odnosno y leže 
na dotičnom pravcu, onda postoji funkcionalna i to linearna 
zavisnost. 

Stvarno se tako u praksi proučavaju korelacione veze, ako 
se pretpostavlja linearna korelacija; za slučaj t. zv. nelinearne 
korelacije ustanovljuje se veza na osnovu korelacionog odnosa 
(correlation ratio, Korrelationsverhaltnis). Pokušat ćemo sada 
promatrati linearnu korelacionu vezu na jedan drugi način. 
Poslužit ćemo se kod toga svojstvom dualiteta, po kome se 
izvjesna geometrijska svojstva mogu dualno predočivati i to 
tako, da se pravac zamijeni točkom, a točka pravcem. Prema 
tome dobit ćemo mjesto gore navedena dva pravca dvije točke, 
a mjesto sjecišta tih dvaju pravaca dobit ćemo pravac. Da mo- 
žemo zorno predočiti, kako se taj dualitet očituje, promotrit 
ćemo jedan primjer i to jednostavnosti radi teoretski primjer 
kod kojega stvarno sve vrijednosti od YU; odnosno: x, leže na 
pravcima. Taj primjer uzimamo iz knjige Tschuprow, Grund- 
begriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie, Leipzig- 
Berlin 1925, str. 31. Uzmimo, da imamo dvije kocke: bijelu i 
crvenu. Bacimo obe kocke i zovimo s x, broj bačen bijelom 
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kockom, sa z, broj bačen crvenom kockom, a sa y, zbroj bačen 

s obe kocke. Ako fiksiramo“x, onda y, može poprimati različite 

vrijednosti, već prema tome koliki je z,. Niže navedena tabela 

I predočuje nam, koje vrijednosti može y, poprimati za svako 
Tabela I. 


3 


al 2 


oO 
m 
1 
[0.4] 
co 
o 
H 
H 


m 
-1 
eo 
© 
ra 
o 
H 
H 
H 
bo 


Yi | 4,5 55 6.5 | 7.5 | 85 | 95 


pojedino x,, ujedno smo na ovoj tabeli naznačili i srednje vri- 
jednosti Y;- Iz naznačenih srednjih vrijednosti razabire se ujed- 
no, da su te vrijednosti vezane uz x, s jednadžbom 

y= ay 43,5. (3) 
Mozemo isto tako pokazati, koja veza postoji izmedu srednjih 
vrijednosti x, i y,. Iz niže navedene tabele II vidi se, kako za 


Tabela II. 
BE 2 4 5 6 u 8 9 10 11 12 
De | See AS! ia jala Pagalbavljos: Prerije eile sitet 
1 2 3 4 5 6 
nain am 


oO 
on 
ot 
a 


a 15] 2 25 | 3 | 35 | 4 45 
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svako zadano y, pripadne vrijednosti od x, mogu poprimati 
različite vrijednosti već prema tome koliki je z,. Ujedno smo u 
tabeli naznačili i srednje vrijednosti za Ii. Iz naznačenih sred- 
njih vrijednosti razabire se, da su te vrijednosti vezane uz y, 
jednadžbom 22. (4) 


Jednadžbe (3) i (4) su jednadžbe dvaju pravaca. Slika 1 
pokazuje nam te pravce i kut što ga oni čine. Lako se moze 
pokazati, da je 


odnosno a = 18° 26’ 06” 
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Ds} 2S! DSI ŠI Sai 


s 


BR 


Sl 2 


i da je komelacioni koeficijent 
r= ono Soso 
Promotrit ćemo sada kako izgleda slika 1, ako se ista dualno 
predoči. U tu svrhu nacrtamo u koordinatnom sustavu (vidi 
slika 2) pravac, koji je u udaljenosti 10 paralelan s osi y. Zovimo 
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taj pravac s a. Nanijet ćemo sada na negativni smjer osi y 
vrijednosti x, a na pravac a u pozitivnom smjeru pripadne 
vrijednosti v;. Promatrajmo to posve općenito. Kako između 
vrijednosti Y; i x, postoji linearna korelacija, to će se pravci, 
koji spajaju točke x, sa y, sijeći svi u točki M, koja točka 
odgovara dualno pravcu 


= o, i 
e e ome) 


Osim toga je jasno, da će ta točka ležati na pravcu, koji spaja 
točku x, koja leži na osi y i točku y, koja leži na pravcu a. 
Ako nadalje na pravac a u negativnom smjeru nanesemo točke 
y,, a na pozitivni smjer osi y pripadne točke 2.5 onda ćemo na 
analogan način kao prije, spajajući y, sa PE Yo S 2 it. d dobiti, 
da se svi ti pravci sijeku u točki N, koja leži također na pravcu, 
koji spaja točku xi y. 
Da odredimo posve općenito koordinate točaka M i-N, po- 
stupamo ovako: 
Uzmimo na osi y točku s ordinatom x,, njoj odgovara na 
pravcu a točka U, kod čega je 
7 Koja O. ee 
a i he (x,— 2) . 
x 


Jednadžba pravca, koji spaja točke x, i VU, glasi 
Mas o = 
Ga aka a5 (x, — x) + a;] x. 
Isto tako pravac, koji spaja točke x, i y, glasi 
tie o, ke 
vt+ta = ma. s =F oe | ar 
Ako potražimo sjecište tih dvaju pravaca dobit ćemo 


104, yO 70 x 


NN pee eee a E 
ok ro ADA 


To su dakle koordinate točke M. 
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Na analogan način može se pokazati, da točka N ima ko- 
ordinate 

bie kk. = se. (6) 

o, PTO. o, a £0, 

Do kojih nas zelakjučala vodi ovaj rezultat? 


1. Uzeli smo posve povoljno x, odnosno x, i vidimo, da je 
sjecište pravca (x,, y,) TE ee Y,) posve neovisno od x, odnosno 
x,, a to znači, da se stvarno svi pravci (7,, Yi RGA. Y;) sijeku 
u istoj točki, kao Sto smo to i pretpostavili na osnovu dualiteta. 

2. Točke M i N leže stvarno na pravcu, koji prolazi točkama 
(0, — 2) i (10, y). 

Jednadžba tog pravca glasi naime 


= a = 
v+r= io Ft We: 
Ako mjesto x i y uvrstimo vrijednosti pod (5), imamo 
yo,—10, x 


o, + TO, 


odnosno odavde 


+E= CW aye 


yo,—ro z+ xo, + rao, =xo,+y6, 
a to je identitet. 
Na analogan način pokazali bismo, da i točka N leži na 
tom istom pravcu. 
U čemu se sada očituje korelaciona veza? 
Ako je r==1, onda ćemo dobiti za M koordinate 


10 0, y0,—xo, 


x= ——, y= — (7) 
96 VR 
a za N 
10 o yo.—x 
Ki sE MEK di ig UE De (7) 
» U ' 
obe. Do 


Vidimo prema tome, ako je r==1, da će točke M i N pasti 
zajedno. Ako je r=0, t. j. ako ne postoji linearna korelacija, 
imat ćemo za M koordinate (10, y) a za N koordinate (0, iv 
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a to znači, da je točka M na pravcu a, a točka N na osi y. Kada 
dakle nema korelacije, točke M i N su krajne točke dužine, 
koja spaja xi y, a kada postoji puna zavisnost, točke M i N 
padaju zajedno, ta se točka nalazi na pravcu, koji spaja x i y 
i ima koordinate 

1040, y o. x 6 
rama jE 
Cat Os i PE 


TE ; 
a ako potražimo udaljenost točaka M i N, lako ćemo se uvjeriti, 
da je 


G93 b— 12) 


aoe (Gack mids) (04510. \ ea 8) 


Ako je r—1, onda je dy ==0. Ako je r—0, onda je 


d= (100 + (@ + y)?, (9) 


što se naravno slaže s onim, što je gore rečeno. 

Ako prema tome na taj način dualno promatramo linearnu 
korelaciju, onda vidimo, da će korelaciona veza biti to tijesnija, 
što su točke M i N jedna drugoj bliže. Prema tome mjesto da 
promatramo kut između dva pravca regresije, mi dualno pro- 
matramo udaljenost točaka M i N, pa je omjer te udaljenosti 
prema udaljenosti d,, mjena za jačinu korelacione veze. 


U našem primjeru je 


V2 E Ve ( 5 ( 1 
ee a Oh 12’ Os 12’ M Ba) N 3-349 


me = V 210,25 = 2415.. do=V100 +(@ + y)? =V 210,25 


Prema tome imamo 


i taj razlomak daje nam mjeru za jačinu korelacije. 
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ON THE APPLICATION OF DUALITY TO THE 
CONSIDERATION OF CORRELATIONS IN STATISTICS 
By Dr. Vladimir Viranic 


Summary 

In this communication the dual transformation of the linear 
correlation is being considered. A population with the variates 
x, and Y, is given, Y, being the mean value of all y,, belonging 
to the variate x,, and x, being the mean value of all x, belong- 
ing to the variate y,. In the coordinate system we take a line 
a parallel to the axis y at the distance 10. The variates x, are 
being applied to the negative direction of the axis y, and the 
values y, to the positive direction of the line a. If the points 
x, and y, are connected, we find that all these connecting lines 
intersect one another at the point M with the coordinates shown 
in formulae (5). In the same way, if the variates y, ane applied 
to the negative direction of the line a, and the values E to the 
positive direction of the axis y, all the connecting lines of y, 
and x, will intersect at the point N with the coordinates shown 
in the formulae (6). The points M and N are at the same time 
on the line connecting (0, —x) and (10, y). 

The distance between the points M and N is shown in 
formula (8). 

For r=1 the points M and N coincide at a point with 
the coordinates represented in the text by formula (7), while 
d= 0! 7 7 

For r= 0 the point M has the coordinates (10, y) and N 
(0, —2), while d, is given in formula (9). 
do 

The example from Tschuprow, Grundbegriffe und 
Grundprobleme der Korrelationstheorie, Leipzig--Berlin 
1925, page 31, has been dealt with numerically in this com- 
munication. Tables I and II show the dependence of y, on 2; 
and ‘2; on y, respectively. Figure 1 represents two lines of 


The intensity of the correlation is expressed by the ratio 


regression, intersecting at the angle a at the point (a, y). Figure 
2 is the dual picture of the figure 1, with the points M and 
N instead of lines m and n, which points are on the line con- 
necting (0, —x) and (10, y). 


GENERALIZACIJA 
JEDNOG MONGEOVOG TEOREMA 
Dr. Stanko Bilinski, Zagreb 


Neka su T,, Ta, Ta, Ta vrhovi nekog tetraedra, a T, bilo 
koja točka prostora, koja ne leži ni na kojem od pravaca 
TT, (i, j= 1, 2,3, 4; t=# 5). Označimo li nadalje sa P,, površinu 
trokuta T,)T,T;, a sa a,,,, Kut, Sto ga zatvaraju orijenti- 
rane ravnine T,T,T, i To T,T,, gdje je k, l, m, n neka 
permutacija brojeva 1, 2, 3, 4, tada vrijedi relacija 


Pia: P34 COS @)934 + Pi3 * Pyg COS Q|349 + 


+ Pia: Pog COS 493 = 0. (1) 


Ovu ćemo tvrdnju dokazati. 


Pođimo od poznate relacije vektorske algebre 
(a < b)- (ec X d) = (a-c) (d- b) — (a-d) (b-c), (2) 


i u njoj izvedimo ciklične zamjene vektora b, c, d. Tako do- 
bivamo 


(a X c)-(d X b) = (a-d) (b-c) — (a-b) (e-d), (3) 
(a X d)-(b X e) = (a:b) (c:d) — (a-c) (d-b). (4) 


Zbrajanjem jednadžbi (2), (3) i (4) dobivamo 


(a X b)-(e X d) + (aX ce) (HX b) + 
(aX d)-(b X e) = 0. (5) 


Odabrat ćemo sada ishodište koordinatnog sustava u točki 


Ms, a -—> 
r, = TT, (i = 1, 2,3, 4) (6) 
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neka su radijvektori tetraedrovih vrhova. Relaciju (5), koja 
vrijedi za bilo koja četiri vektora, primijenimo na radijvektore 
(6), tada nakon diobe sa 4 slijedi 


ry XTe Ta XT tT X13  T4XTe 


2 2 i 2 2 i 
Ty) te Stes fen 7 


a to je upravo relacija (1). 

Relacija (1) daje poopćenje jednog Mongeovog planimetrij- 
skog teorema*) na prostor. Specijalizacijom na ravninu iz (1) 
slijedi relacija Mongeovog teorema, 

Uzmimo dakle da su točke T,, T,, T., Ta, T, komplanarne. 
Ako ravninu II, u kojoj one leže, orijentiramo, pripadat će 
površinama orijentiranih trokuta To T,T;, s obzirom na njihove 
različite orijentacije u ravnini I, različiti predznaci. Za nazliku 
od apsolutnih vrijednosti P, površina trokuta ToT.T,, koje 
dolaze u melaciji (1), označimo sada algebarske vrijednosti po- 
vršina orijentiranih trokuta T, T, T, sa is Ako su trokuti 
TTTiTT,T, u ravnini II jednako orijentirani, bit će 

Qmn 0 (8) 


sign P,, = sign PE 


dok će u slučaju, kad su orijentacije trokuta T,T,T, i ToT, T,, 
u ravnini JZ različite, biti 


Qh imn Ta nu, 
Pol hd (9) 
sign P,, = signi ie 
Radi relacija (8) i (9) je sada u svakom slučaju 
Pu 3 dee cos O kima = P, : Pe ? (10) 


pa prema tome relacija (1) prelazi u relaciju Mongeovog teorema 
Pia * P34 + Pig > Pag + Pu: Pog = 0. (11) 
*) »Journ. de VEc. Pol.« Cahier XV p. 86. Vidi i članak: S. Bilinski, 


O jednom teoremu G. Mongea (Bemerkungen zu einem Satze von G. 
Monge.) »Glasnik mat.-fiz.« S. II, T. 5. (str. 49). 


O jednom teoremu G. Mongea ki 


VERALLGEMEINERUNG 
EINES SATZES VON G. MONCE 


Von Dr. Stanko Bilinski 


Zusammenfassung 


Es seien T,, T,, T;, T, die Ecken eines Tetraeders, T, 
irgendein nicht auf den Geraden T,T, (i,j = 1,2,3,4; i= 5) 
liegender Punkt des Raumes und P, der Flacheninhalt des 
Dreiecks To T;T,. Ist ferner k, 1, m, n irgendeine Permutation 
der Zahlen 1, 2, 3, 4, so sei mita,,,,, der Winkel, welchen die 
orientierten Ebenen T,)T,T, und T, T_T, eimschliessen, bezeich- 
net. Dann gilt immer die Beziehung (1). 

Beweis: Fiir irgendwelche vier Vektoren a, b, c, d gilt die 
Gleichung (2), aus welcher durch zyklische Vertauschung der 
Vektoren b, c, d die Gleichungen (3) und (4) folgen. Addiert 
man diese drei Gleichungen, erhalt man (5). Die Anwendung 
dieser Beziehung auf die Vektoren (6) ergibt die Gleichung (7), 
d. h. eben die Beziehung (1). 

Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung auf den Raum 
eines bekannten planimetrischen Satzes von G. Monge. 

Liegen die Punkte T, (i=0, 1, 2, 3, 4) in einer orientier- 
ten Ebene JJ, so werden die Flacheninhalte der orientierten 
Dreiecke T,T,T, verschiedene Vorzeichen haben. Deswegen 


seien diese algebraischen Werte der Flacheninhalte mit B, 


bezeichnet, zum Unterschied von den absoluten Betragen P,, in 
der Beziehung (1). Je nachdem die Dreiecke T,T,T, und 
T,T,,T, in der Ebene II gleich oder ungleich orientiert sind, 
werden die Relationen (8) oder (9) gelten. Die Beziehung (10) 
ist deshalb immer richtig, und die Gleichung (1) geht daher in 
die Gleichung (11) des Mongeschen Satzes tiber. 
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PRILOG POKUSIMA 
O ULTRAZVUČNIM VALOVIMA U TEKUĆINI 


Dr. Dušan Pejnović, Zagreb 


1. — U posljednja dva decenija razvile su se dvije optičke 
metode za svrhe istraživanja ultrazvučnih valova u tekućinama 
i plinovima. Na prvom je mjestu metoda, koja radi s ogibom 
svjetlosti. Tekućina uzbuđena ultrazvučnim valovima pokazuje 
svojstva optičke mrežice, kojoj je konstanta jednaka dužini 
zvučnog vala. Osnovna istraživanja na ovom području izveli su 
u isto vrijeme (g. 1932.) Debye i Sears (Cambridge, Massachu- 
setts, USA), te Lucas i Biquard (Paris). U svrhu direktne vid- 
ljivosti ovih valova služila je najviše metoda optičkog presli- 
kavanja, kakvu su razvili Hiedemann i mnogi suradnici. Oso- 
bito je svojstvo ove metode, da kod stvaranja optičke slike 
sami valovi djeluju kao izvjestan optički sistem. U manjoj mjeri 
upotrebljavane su za ove svrhe obje klasične metode šlira, 
Toeplerova i Dvorakova. Velik broj teoretskih i eksperimen- 
talnih radova na ovom području iznesen je i sistematski obrađen 
u djelima: E. Hiedemann, Grundlagen u. Ergebnisse d. 
Ultraschallforschung (1939), L. Bergmann, Der Ultraschal 
(2. izd. 1939). ) 

Metoda Debye-a i Searsa je dala prvo i jednostavno odre- 
divanje brzine ultrazvuka. Mogla se upotrebiti i kad je stajala 
na raspolaganje posve malena količina tekućine. Označimo li 
sa »* zvučnu frekvenciju, sa /* konstantu zvučne mrežice, brzinu 
zvuka v daje formula 

== 2A. (1) 


Konstanta zvučne mrežice moze se odrediti iz jednadžbe 
: 4 
snp=n e = (2) 


u kojoj je 4 valna dužina svjetlosti, a p kut ogiba. Metoda ogiba 
ipak zahtjeva vrlo visoku zvučnu frekvenciju. 
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2. — Iza prvih eksperimenata Debye-a i Searsa našli su 
R. Bar i E. Meyer (Zurich) vrlo zgodnu modifikaciju ove optičke 
metode. Sl. 1 prikazuje njihov eksperimentalni uređaj. Mono- 
hromatski izvor S rasvjetljuje preko kondenzatora K pločicu P 
s nekoliko nizova rupica. Zrake svjetlosti, koje izlaze iz ovih 
rupica, nakon ogiba u tekućini uzbuđenoj ultrazvučnim valo- 
vima i prolaza kroz objektiv (O), daju na zastoru ZZ nizove 
sličica ogiba. 

Ova metoda ima neke prednosti pred metodom Debye-a i 
Searsa, koja radi s rasvjetljenom pukotinom. Prolaze li teku- 
ćinom valni nizovi u više smjerova, sličice ogiba pokazuju te 


Sl, 1, Opt. uređaj za istraživanje zvučnog polja (po R. Baru i E. Meyeru). 


smjerove. Može se ispitati titranje u malenom volumu tekućine 
kao i u širokom zvučnom području (pomicanjem kivete). Prema 
broju sličica (točkica) ogiba može se prosuditi intenzitet valova. 
3, — U radnji »Prilog pokusima o ogibu svjetlosti na ultra- 
zvučnim valovima«! iznio sam nekoliko primjera izvedenih po 
metodama Debye-a i Searsa, te Bara i Meyera uz izvjesne 
modifikacije. Pokusi su i kvantitativno obrađeni u svrhu odre- 
divanja brzine zvuka u tekućinama: ksilol, alkohol, vazelinsko 
ulje. Kao monohromatski izvor služila je natrijeva lampa. 
Kao dodatak onim eksperimentima iznosim ovdje dva pri- 
mjera, obrađena metodom Bara i Meyera. Upotrebljeni su 
optički i električki uređaj kao u citiranoj radnji, pa ih ne ćemo 
ovdje opisivati. Jedan dio zvučnog polja za prvi primjer poka- 


1 Glasnik Hrv. prirod. društva za g. 1929—1936, str. 272-281 (Zagreb 
1936); ref. Phys. Berichte, 1936, str. 2221. 
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zuje sl. 2. Kvarcova piezo-pločica, s dimenzijama 25 + 25 + 0,9 mm, 
položena na dno kivete titrala je u ksilolu. Međusobna daljina 
rupica na pločici P (sl. 1.) iznosila je 3,0 mm, a uvećanje ovog 
razmaka na fotografskoj ploči bilo je 3,6. Slika pokazuje naj- 
jednostavniji slučaj ogiba: postoji samo jedan stojni val; grupe 
sličica ogiba čine paralelne nizove smjerom »zrake vala«. 
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. 8. Dio zvuénog polja za 2 tekucine 
u jednoj tekućini. (lom ultrazvučnih valova). 


Sl. 2. Dio zvučnog polja 


M 


(SL. 2. i 3. su položene tako, kao da se kvarcova pločica nalazi s lijeve strane). 


Kvantitativni podaci ovog pokusa jesu: 

frekvencija oscilatora (odnosno frekvencija ultrazvučnih 
titraja, određena valomjerom) »* = 3,2 + 10% hz; 

srednja udaljenost dviju sličica ogiba (izmjerena mikro- 
skopom uzdužnog komparatora) a = 0,089 cm; udaljenost foto- 
grafske ploče od srednjeg uzdužnog presjeka kivete u = 70 cm; 

valna dužina natrijeve svjetlosti A == 0,59 -10-* cm. 

Iz formula (1) i (2) izlazi 

4 4 


yav* pk = * - = y* i 
sin p a:u 


Uvrstimo li ovamo navedene podatke, dobivamo za brzinu zvuka 
u ksilolu? vrijednost v = 1,48 . 105 cm/s (20°), 


2 Prema tablici u Bergmann, c. d. str. 155, za razne vrste ksilola 
iznose brzine 1328, 1352, 1330 m/s (22%), za CS» 1149, za etilni alkohol 
1207, za glicerin 1986 m/s. Parthasarathy izmjerio je brzine za vrlo 
velik broj tekućina. Među ovima najveća brzina pripada glicerinu. 
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U sl. 3. snimljen je dio zvučnog polja, koje daju dvije 
tekućine. U donjem dijelu kivete ležala je u vazelinskom ulju 
koso namještena okrugla kvarcova pločica [Q] (promjer 20 mm, 
debljina 2 mm), Na vazelinsko: ulje stavljen je sloj sumporo- 
ugljika. Frekvencija titranja bila je 1400 khz. Razmak rupica 
(na pločici P) iznosio je 2,0 .mm, a optičko uvećanje 2,5. Spektri 
ogiba očituju se ovdje u nekoliko nizova odebljanih crtica 
(uzdužnih mrljica). Pojav loma na horizontalnoj granici obiju 
tekućina je jasno vidljiv. Mjerenjem kutova incidencije (i) i 
loma (1) nađene su srednje vrijednosti 


nosi = 430". 


Označimo li brzinu valova u vazelinskom ulju sa v, a sa 
v, (=1149 m/s) u sumporougljiku, onda iz razmjera 


O20, sn 56,57: sin 43,5 


izlazi za vazelinsko ulje v = 1390 m/s (20°). 

Opaska. Kod mjerenja kuta ogiba gp trebalo bi postaviti 
pitanje, kako treba uzeti u račun »debljinu« zvučne mrežice. 
Radi temperaturnog gradijenta. u tekućini nastaje izvjesna za- 
krivljenost zraka svjetlosti u zvučnom polju. Kod ovih se pokusa 
radilo s vrlo malenom snagom uzbuđenja, pa radi toga zakriv- 
ljenost nije uzeta u obzir, 

U slikama 2, 3 vide se sličice ogiba kao svijetle točkice 
(odnosno crtice) u tamnom polju. U literaturi (autori Bar, Bez 
Bardili i dr.) dolaze slike sa tamnim sličicama ogiba, što odgo- 
vara izgledu fotografskih negativa. 

4. — U raspravi »Prilozi optici ultrazvučnih valova«? obra- 
đeno je pet primjera za preslikavanje zvučnog polja Dvorako- 
vom metodom šlira. Onim eksperimentima dodajemo ovdje 
jedan primjer, u kojem se radi sa dvije tekućine (glicerin i 
vazelinsko ulje), rastavljene vertikalnom staklenom stijenom, 
uzbuđene istodobno istom kvarcovom pločicom. U vazelinskom 
ulju, koje je dobar izolator, titrala je vertikalno namještena 
kvarcova pločica [Q] s osnovnom frekvencijom »* == 1400 khz. 
Na lijevoj strani sl. 4. vide se pruge šlire, koje daju valovi 


; 3 Rad Akademije znanosti i umjetnosti, knj. 274 (85), str. 189—212; 
Zagreb, 1942. 
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u vazelinskom ulju. Na desnoj strani jače razmaknute pruge 
pripadaju uzbuđenom glicerinu. Kako su ove šlire slike zvučne 
mrežice s konstantom 4/2, možemo uzeti, da postoji razmjer 
SH Sh RSET 
u kojem neka je v brzina zvuka, A dužina zvučnog vala, d 
razmak šlira za vazelinsko ulje, a v’, 7’, d’ neka su korespon- 
dentne veličine za drugu tekućinu (glicerin). 
Na fotografskoj snimci, pomoću koje je u jednakom mjerilu 

načinjena naša slika 4, je izmjereno: 

na strani vazelinskog ulja 34 d ==52,0 mm, 

Pos glicerina 20 O = pas mm 


1 1 


Iz ovih podataka slijedi z = Š =137. 


Sl. 4. Stojni ultrazvučni valovi u dvije tekućine rastavljene staklenom 
pregradom (uporaba Dvorakove metode šlira). 


Uvrstimo li ovamo v’—1986 m/s, izlazi za vazelinsko ulje 
v == 1452 m/s. Za dužine zvučnih valova dobivamo vrijednosti 


41=1037mm, A’ =1,42mm, 


a prema tome su konstante zvučnih mrežica 0,52 mm, 0,71 mm. 
Mrežice su preslikane s uvećanjem co 3. Posljednji brojevi nam 
ilustriraju, kako mogu biti grube zvučne mrežice, koje valovi 
u tekućinama predstavljaju. 

5. — Da se razjasni kako nastaje slika ultrazvučnih valova, 
sastavljena od svjetlih i tamnih pruga — šlira, postavljena su 
dva tumačenja: geometrijsko-optičko i valno-optičko. Geometrij- . 
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sko-optička razmatranja iznijeli su Lucas i Biquard*, a valno- 
optička Debye, Sack i Coulon®, te N. S. Nagendra Nath. S 
nekoliko riječi možemo se ovdje osvrnuti na ova tumačenja. 


Lucas i Biquard su računom i konstrukcijom odredili staze 
zraka svjetlosti, koje ulaze u tekućinu smjerom valnih fronta. 
Iz njihovih istraživanja slijedi, da se paralelne zrake svjetlosti 
u zvučnom polju savijaju i velikim dijelom konvergiraju, pa 
i presijecaju na mjestima maksimalnog tlaka. Ovo presijecanje 
može se u zvučnom polju više puta ponoviti na jednako raz- 
maknutim mjestima. Udaljenosti linija konvergencije jednake 
su dužini zvučnog vala. Ove linije čine realnu amplitudnu mre- 
žicu, koja se kod progresivnog vala giba brzinom zvuka »*/*. 
Uz pomoć Kerrove stanice opaža se amplitudna mrežica kao 
niz svjetlih linija (ultrazvučni stroboskop po Tawilu). Prema 
mjestima konvergencije može se prosuditi intenzitet zvučnog 
vala. Prema mjerenjima Hiedemanna i Bachema, uz pomoć 
mikroskopa, ostaju ove linije jednako ošire unutar izvjesne 
dubljine, tako da je uspjelo samo krupno nase intenziteta 
(točnost oko 30%). 

Hiedemann i Bachem su dali zoran optički model za funk- 
cioniranje zvučne mrežice*. Namjesto valova oni uzimaju u 
promatranje vertikalan niz konveksnih i kenkavnih cilindričnih 
leća sa širinom 2*/2. U izvjesnom momentu se.obje vrste leća 
izmjenjuju, tako da iza svake konveksne dolazi konkavna. 
Konveksne leće mogu načiniti niz realnih žarišnih linija, koje 
odgovaraju linijama konvergencije u razmatranjima L. B-a. 
Konkavne leće dale bi nevidljive, virtualne žarišne linije. Stoj- 
‘nim valovima odgovara sistem cilindričnih leća, koje ne mije- 
njaju svoja mjesta, ali mijenjaju periodski snagu loma. Za 
vrijeme jedne periode imamo na svakom mjestu jedamput kon- 
veksnu, drugi put konkavnu leću, a u dva momenta nema loma 
svjetlosti. Prema Bachemovim istraživanjima u polovičnom 
vremenu od jedne poluperiode srednja širina žarišne linije 


* Journal de Physique et Rad. VII, 3, 464 (1932). 


°C. R. (Paris) 198, 922 (1934) (cit. po Hiedemann, Ultraschallfor- 
schung, str. 245). 
* Hiedemann, c. d, str. 79. 
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(pruge konvergencije) ne može biti veća od /*/15. U drugoj 
polovici poluperiode postaju pruge sve manje jasne. U slijedećoj 
poluperiodi ne javljaju se svjetle pruge. No kako oko sumira 
osjete svjetlosti kroz cijelu periodu, opažat će ono jednoličan 
nepomičan sistem pruga s razmacima 4*/2, Dodat ćemo ovdje, 
da se ovakva razmatranja mogu protegnuti i na Dvorakovu 
optičku metodu, kod koje dolazi svežanj svjetlosti s malenom 
divergencijom. 

Prema valno-optičkim razmatranjima ima se zvučna mre- 
žica shvatiti kao fazna optička mrežica. Ravna valna fronta 
svjetlosti izlazi iz zvučnog polja sa faznom modulacijom. Slika 
ovakve fronte jest valovita ploha. Središta zakrivljenosti poje- 
dinih dijelova fazno-moduliranog vala nalaze se na liniji, na 
kojoj se fazna mrežica pretvara u amplitudnu mrežicu, Sa sta- 
jališta valne optike E. David’ je pokazao, da amplitudna mre- 
žica, koja je direktno vidljiva, prelazi na daljem mjestu u faznu, 
nevidljivu, mrežicu. Da postoji periodska vidljivost obične 
optičke mrežice s linijama sa porastom daljine promatranja, 
dokazao je teoretski već Rayleigh (g. 1874.), a eksperimentalno 
je utvrdio ovaj pojav Winkelmann (g. 1908.). U području ultra- 
zvučne mrežice rade o tom teoretska i eksperimentalna istra- 
živanja Parthasarathy-a, Nomoto-a, N. S. Natha, te Hiedemanna 
i Schreueras. 

6. — Osvrnut ćemo se ovdje na eksperimente o preslika- 
vanju zvučnog polja pomoću divergentne svjetlosti (kakva 
dolazi i kod Dvorakove metode), koji su opisani u inozemnoj 
naučnoj literaturi. Bergmann i Goehlich su pokazali, da se slika 
zvučne mrežice može načiniti bez ikakve optike. Kao linearni 
izvor svjetlosti oni su upotrebili specijalnu žarulju s ravnom 
niti. U projekciji dobili su sliku valova s paralelnim prugama. 
Prema njihovu shvaćanju ove pruge, poput bačenih sjena, na- 
staju centralnim projiciranjem?. Hiedemann ovdje primjecuje, 
da ovakvo jednostavno tumačenje ne zadovoljava, već da u 


7 Phys. ZS. 38, str. 592 (1937). 
* Hiedemann, c. d. str, 83. 
; ® Phys. ZS, 38, str, 9; 1937. Približno u isto vrijeme izašla je u 
»Prirodi« (27, str. 108; 1937) snimka valova, za koju je pisac ovog članka 
upotrebio Dyorakovu metodu. 
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ovom slučaju, kao i kod njegove metode, dolazi do pojava 
sekundarnih interferencija. Nadalje Hiedemann navodi, da se 
Dvorakova metoda »šlira-sjena« može upotrebiti samo za ispi- 
tivanje grube strukture zvučnog polja. Pod tim razumijeva 
»makroskopske« smetnje, koje dolaze od različnih strujanja i 
ugrijavanja u blizini kvarcove pločice!" Međutim Dvorakova 
je metoda dovoljno osjetljiva i kad se radi sa slabim uzbuđe- 
njima valova, a u takvim prilikama temperaturne smetnje ne 
mogu bitno mijenjati sliku valova. Držim, da bi se pomoću ove 
metode moglo obraditi više primjera za ilustraciju nove »geo- 
metrijske akustike«. 


1% Snimke ovakvih pojava dolaze u raspravi Hiedemanna i Hoescha: 
Optische Untersuchungen von Ultraschallwellen in Fliissigkeiten u. Gla- 
sern; ZS. f. Phys, 104, str. 197 (1937). 
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EIN BEITRAG ZU DEN VERSUCHEN MIT 
ULTRA SCHALLWELLEN 


von Dr. Dušan Pejnović 


Zusammenfassung 


Der Verfasser gibt zuerst eine kurze Darstellung der opti- 
schen Methoden an, welche bei den Untersuchungen des Ultra- 
schallfeldes in Flussigkeiten bentitzt wurden. Nach dem folgt 
die Beschreibung und quantitative Auswertung seiner Versuche, 
welche als ein Nachtrag zu den Versuchen in zwei vorherigen 
Abhandlungen des Verfassers zu betrachten sind’. 

1. — Abbildung 1 zeigt die optische Versuchsanordnung nach 
R. Bar u. E. Meyer, welche fiir die ersten zwei Versuche ge- 
braucht wurde. Die Lochblenden auf der Platte P (Lochernetz) 
sind von einer Natriumlampe beleuchtet. Der kleine Flissig- 
keitstrog (k) mit der Quarzplatte Q (25X25XxX0,2 mm) war mit 
Xylol gefillt. Zur piezoelektrischen Erregung diente ein Roh- 
renoszillator nach bekannter K-Schaltung gebaut. Der Abstand 
der Lochblenden betragt 3 mm. 

Abb. 2 zeigt einen Teil des Schallfeldes. Die optische Ver- 
grosserung in dieser Abbildung betragt 3,6. Die Ergebnisse 
einer Messung sind: Frequenz der Ultraschallwellen »* = 
= 3,2 + 105 hz; Abstand der Beugungsbilder a = 0,089 cm; Wel- 
lenlange des Natriumlichtes /== 0,59 . 10-* cm. Mittels der be- 
kannten Formel fiir optische Gitter wurde ftir die Schallge- 
schwindigkeit in Xylol der Wert v —1,48- 10° cm/s gefunden. 

2. — Abb. 3 zeigt die Brechung der Ultraschallwellen an 
der Grenze zweier Fltssigkeiten. Die untere Halfte des Flussig- 
keitstroges war mit Vaselinol, die obere mit Schwefelkohlen- 
stoff gefullt. Im Vaselinol war die runde Quarzplatte Q (Durch- 
messer 20 mm, Dicke 2 mm) schrag aufgestellt. Die Lochblen- 
den waren in Abstanden von 2 mm hergestellt. Aus der Messung 
des Brechungsverhdltnisses fur die geradlinigen Beugungsbilder 
folgte fiir die Schallgeschwindigkeit in Vaselinol der Wert 
1390 m/s (20°). Optische Vergrosserung 2,5. 


1 Diese Abhandlungen sind verčffentlicht in Glasnik Hrv. prirodosl. 
društva (1936) und in Rad (hrv.) akademije (Zagreb 1942); vergl. Anmer- 
kungen 1,3 der Originalabhandlung. 
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3. — In der Abb. 4 sind die stehenden Ultraschallwellen 
mittels der Dvot&akschen Schlierenmethode in zwei Flussig- 
keiten abgebildet. Die Fltissigkeiten waren durch eine verti- 
kale Glasplatte getrennt. Mittels des Piezoquarzes Q, welcher 
sich in Vaselinél befand, waren die Wellen in beiden Flissig- 
keiten erregt. An der linken Seite sind die Wellen in Vaselinol 
(Wellenlinge 2), an der rechten in Glyzerin (Wellenlange 2) 
abgebildet, Aus den Messungen der Schlierenabstande, welche 


Li 


4 
mit Hilfe eines Mikroskops ausgefiihrt wurden, ergab sich ae 
= 1,37. Setzt man in die Gleichung 


v' A 
mI 


fiir die Schallgeschwindigkeit in Glyzerin v'==1986 m/s, so 
folgt die Schallgeschwindigkeit in Vaselinol v = 1452 m/s (20°). 
Die Schallwellenlingen sind 4= 1,037 mm, / =1,42 mm. Die 
optische Vergrésserung ist etwa 3. 

4. — Nach Hiedemanns Meinung ware die Dvoraksche 
Schlierenmethode wegen der divergenten Lichtstrahlen nur bei 
den Untersuchungen der Grobstruktur des Schallfeldes brauch- 
bar. Hierunter sind verstanden die Schlieren, welche durch 
lokale Erw&rmungen und Stromungen verursacht sind. Dies- 
beziigliche Untersuchungen sind von Hiedemanns Mitarbeitern 
(Hoesch und Schaafs) ausgefiihrt worden. Nach Erfahren des 
Verfassers dieser Abhandlung ist die Dvoraksche Methode ge- 
nug empfindlich und brauchbar, wenn man auch mit schwacher 
Erregung der Wellen arbeitet. Unter solchen Verhaltnissen kon- 
nen die lokalen Temperaturstr6mungen die optische Abbildung 
der Wellen nicht st&ren. Die Hiedemannsche Vergleichung der 
stehenden Ultraschallwellen mit konvexen und konkaven 
Zylinderlinsen lasst sich auch bei divergenten Lichtstrahlen 
anwenden. 


SUNČEVE PJEGE U 1949. GODINI 
Dr. Andro Gilié, Zagreb 


U toku 1949. godine motrene su Sunčeve pjege durbinom 
od 4", kojeg je objektiv bio sužen zastorom na promjer od 3 cm. 
Povećanje je bilo 100 puta. Za projiciranje Sunca upotrebljavao 
se je posebni dalekozor, kojim se dobivala slika Sunca u pro- 
mjeru od 15 cm. Na temelju te slike određivale su se helio- 
grafske koordinate pojedine grupe Sunčevih pjega grafičkom 
metodom, po A. L. Cortie-u!') prema podacima o pozicionom 
kutu Sunčeve osi, te o heliografskoj širini i dužini središta 
Sunčeve plohe, kako su označeni u Nautical Almanac-u. 

Motrenja i obradu vršio je Dr. A. Gilić uz saradnju Božene 
Peko-Kačić. 

Godina 1949. zahvaća 14 rotacija Sunca, i to po oznaci 
Carringtona, od broja 1275 do 1288. Prva od tih počela je 30,63 
decembra 1948., a zadnja je završila 16,52 januara 1950. Prema 
tome od ove posljednje spada samo manji dio u 1949. godinu. 

Od 1. januara do 31. decembra 1949. motrilo se je vizueino 
227 puta, a projekciona slika se je dobila 207 puta. Ukupno je 
zapaženo 373 skupina pjega. Od toga treba odbiti jednu, koja 
se je doduše vidjela u januaru 1949., ali po svom položaju 
spada u rotaciju 1274, jer je prošla kroz centralni meridijan 
Sunca već 29,6 decembra 1948., dok je početak prve rotacije, 
koju ovdje razmatramo bio 30,63 decembra 1948. S druge strane 
treba dodati prvoj rotaciji jednu skupinu, zbog homogenosti 
niza. Prvih dana 1949. motrilo se je naime dalekozorom, koji 
je povećavao 42 puta, a tek kasnije se je prešlo na povećavanje 
od 100 puta. Paraleina su pak motrenja pokazala, da se u dru- 
gom slučaju vidi okruglo 16% više skupina. Trebalo je zato 

1) A. L. Cortie, The Heliographic Coordinates of Sunspots and Fa- 


culae on the Stonyhurst Drawings. (Monthly Notices.of The R. Astr. 
Society, London, 1897. p. 141). 
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mjesto 7 skupina, koje su zapažene prvih dana januara, uzeti 
8. Uvaživši sve to, dolazi se opet do broja skupina 373. 

Podaci o skupinama i pjegama kao i o relativnom broju 
pjega sabrani su u tabelama I do IV. 


Tabela I. 
Podaci o Sunčevim pjegama u god. 1949., po rotacijama 
Broj 
rotacije (1) (2) | (3) (4) (5) | (6) (7) | (8) (9) 
1275 15 on 11 15 12,7 21,2 7,8 35,7 113,9 
1276 16 34 15 19 14,3 M2 11,8 82,2 200,3 
1277 16 gl 14 17 16 12,3 9,0 44,2 134,2 
1278 22 28 17 11 12,8 13,3 9,1 47,9 139,3 
1279 15 27 16 ll 12,7 11,9 8,7 49,1 135,8 
1280 18 26 17 9 14,7 8,9 7,1 | 54,2 124,7 
1281 18 24 10 14 13,3 14,4 6,4 50,9 115,9 
1282 22 29 16 13 13,3 13,7 7,5 58,6 133,8 
1283 19 23 14 9 13,1 12,0 8,0 61,9 141,4 
1284 20 30 V7 13 14,6 | 15,2 9,6 | 82,3 177,8 
1285 16 30 16 14 14,6 14,9 7,8 75,4 153,5 
1286 if 20 14 6 15,8 10,8 8,9 56,1 144,7 
1287 14 32 21 ll 16,0 12,6 10,1 40,6 141,3 
i (1288) (9) (12) 10 2 
Zbroj: 227 373 208 164 
Srednjak: 13,8 WAT) Sst apis) 56,9 142,8 
(1) Broj dana motrenja ; (6) Srednja heliogr. Sir. grupa na S-polutci 
(2) Ukupni broj grupa g (7) Srednji dnevni broj grupa g 
(3) Broj grupa na sjev. polutci (8) it “ u pjega f 
A) o nA m Jud. E (9) by relat. broj r, izračunat po 
(5) Srednja heliogr. šir. grupa na N-polutci formuli r = 10g +f. 
Tabela II. 


Razdioba Sunčevih grupa po heliografskim širinama 


X ea Broj 0 
Heliografska Sirina Eiupine /o | 
--310 do +350 yay 0,5 
+269 ,, + 30° 5 1,3 
+219 ,, +250 33 8,9 
+16° ,, + 20° 42 ies 
J LO 1p STO 61 16,4 
ae 00. pee 106 47 12,6 
OY = 30 18 4,8 
0°, — 50 23 6,2 
— 60% ,, —10° 55 14,8 
— 119 , —150 43 11,6 
— 169% ,, —200 20 5,4 
2104, — 250 14 3,8 
—260 ,, —300 5 ie 
— 310 ,, —350 4 1,1 
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Iz tabe.e I proizlazi, da je omjer ukupnog broja skupina 
(373) prema broju dana, kad se je motrilo (227), jednak 1,6. 
To znači, da su se prosječno pojavljivale otprilike tri nove sku- 
pine svaka dva dana. K tome treba primijetiti, da nije bilo niti 
jednog dana bez pjega na Suncu. i 

Iz tabela I i III se razabire, da je prosječno bilo 8 do 9 
grupa s nekih 56 pjega dnevno. Srednji dnevni relativni broj 
u god. 1949., izračunat po formuli r=10g + f jest okrugio 
142. Ako tu vrijednost reduciramo na temelju kvocijenta 0,96, 
dobije se 136, kako slijedi iz usporedbe vrijednosti Ztiricha s 
našima. 

Varijacije vrijednosti g, f a prema tome i r, od jednog 
do drugog mjeseca, prilično su nepravilne. 

Srednja heliografska širina svih skupina na sjevernoj po- 
lutci daje 13,8" a na južnoj polutci 12,5% dakle razmjerno niske 
vrijednosti. 

Raspored pjega po zonama širine od 5% do 5% prema 
tabeli II, pokazuje najveći broj skupina između +11° i +15“, 
te —6% i —10% Idući od tih širina prema ekvatoru i polovima 
pada broj grupa, a u zonama između 35% i pola, na obim polut- 
kama nije uopće bilo nikakve pjege. 

“Broj grupa na sjevernoj polutci (208) bio je za nekih 30% 
veći nego li na južnoj (164).?) 

Ako usporedimo gornje rezultate s onim iz pređašnjih go- 
dina*), vidimo: 

Srednja vrijednost relativnih brojeva (136) za 1949. godinu 
(reducirano na Ziirich) nije mnogo manja od one (152) u rekord- 
noj godini 1947. Može se dakle kazati, da je Sunčeva aktivnost 
u 1949. bila još razmjerno jaka. Napadna je pak razlika između 
naglog porasta Sunčeve aktivnosti u dvjema godinama prije 
maksimuma i polaganog pada iza toga (vidi sliku, u kojoj su 
za god. 1942-48. unešene vrijednosti relativnog broja r za 
Zurich, a za godinu 1949. vrijednost, koja proizlazi iz naših 
motrenja, nakon redukcije na Ziirich). Ta se pojava opaža do- 
duše u manjoj mjeri i u drugim ciklusima, ali je karakteristična 
baš za godine jake Sunčeve aktivnosti. 

Već je u ranijem našem prikazu o Sunčevim pjegama u 
god. 1943.—1945. bila spomenuta Waldmeier-ova metoda za 


2) Ona grupa, koja je zbog homogenosti bila dodana prvoj rotaciji, 
nije ovdje uzeta u obzir, jer je posve neizvjesno u koju polutku pada. 
3) v. Glasnik mat.-fiz. i astr., Zagreb, 1946, str. 80 i 1947, str. 177. 
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predskazivanje maksimuma relativnih v»rojeva u nekoj periodi, 
za koju je poznat uspon krivulje prvih dviju godina iza mini- 
muma, a u novije doba je W. Gleissberg*) pokazao, kako se po 
izgledu toka relativnih brojeva većeg niza prošlih ciklusa može 
odrediti za slijedeći ciklus ne samo iznos maksimuma, nego 
također trajanje uspona kao i trajanje pada Sunčeve aktivnosti 
od maksimuma do minimuma. 

Po toj svojoj metodi Gleissberg je predskazao za budući 
ciklus ponovno oštri i jaki uspon Sunčeve aktivnosti, kojoj će 


Wolfov relativni broj Sunčevih pjega od 1942—1949 g. 


prethoditi posve kratko trajanje (manje od 2 i pol godine) slabe 
aktivnosti. Tako kratko trajanje minimuma, ako do njega dođe, 
podsjećalo bi na slučaj, kakav nije primjećen već 180 godina, 
t. j. od drugoga ciklusa postojećih sistematskih motrenja Sunca. 

U pogledu rasporeda pjega na Suncu, bio je ustanovljen na 
koncu pređašnjeg ciklusa (1933.—1944.) veći broj pjega na 
sjevernoj polutci, nego li na južnoj, a na početku sadašnjeg 
ciklusa, t. j. od marta 1944., bilo ih je više na južnoj. Ta se 


4) W. Geissberg, The probable Behaviour of the Next Sunspot Cycle 
(The Astroph. Journal, Vol. 110, No 1, July 1949). 
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pojava može po M. Waldmeieru (v. bilješku 3) tumačiti time, 
što je Sunčeva djelatnost na sjevernoj polutci u svom razvoju 
zaostala prema južnoj. Trebalo je dakle očekivati, ako ta razlika 
u fazi razvitka obiju polutki bude i dalje potrajala, da će Sun- 
čeva aktivnost, iza maksimuma opet ranije pasti na južnoj, 
nego li na sjevernoj polutci. Sada zaista vidimo, da već u 1949., 
dakle 2 godine iza maksimuma, sjeverna polutka pokazuje veću 
aktivnost od južne, ili točnije govoreći, da je aktivnost u južnoj 
polutci ranije pala, nego li na sjevernoj. 

Koncem prošloga ciklusa bilo je najviše pjega u ekvator- 
skoj zoni, između —5% i +15°; početkom novoga ciklusa bilo 
ih je najviše između 15% i 30% sjeverne i južne širine, a sada u 
drugom dijelu ovoga ciklusa nalazimo najveći broj pjega opet 
u nižim širinama, i to na sjevernoj polutci kod 13,8% a na 
južnoj kod 12,5% To je u skladu sa poznatim Spérer-ovim pra- 
vilom, po kojem se pjege u toku svakog ciklusa sele sa viših 
heliografskih širina u niže. Činjenica, pak, što su se pjege na 
južnoj polutci nešto jače spustile prema ekvatoru nego li na 
sjevernoj polutci, može se opet protumačiti razlikom u fazi 
aktivnosti obiju polutki. 

Na koncu valja primijetiti, da su mnoge skupine u toku 
1949. godine doživjele više od jedne rotacije. U koliko se je 
to moglo prosuditi po heliografskim koordinatama, bilo je takvih 
grupa 30. Od tih je 21 doživjela po 2 rotacije, 8 po 3 rotacije, 
a jedna 4 rotacije. Ova zadnja je prošla kroz centrani meri- 
dijan Sunca prvi put dne 22,9 januara, a posljednji put dne 
16,2 aprila. To je ujedno bila najveća grupa, koja se u godini 
1949. vidjela, a tokom januara mogla se je ona vidjeti i pro- 
stim okom. Ista je grupa izazvala u noći između 25. i 26. januara 
vrlo jako Polarno svijetlo, koje se je vidjelo čak u srednjoj 
Evropi.5) 

Iskaz osobito jakih i nekih srednjih grupa, koje mogu inte- 
resirati geofizičara u vezi s proučavanjem upliva Sunca na 
pojave na Zemlji, nalazi se u tab. IV. (Jače grupe su u tabeli 
podcrtane. Podaci o magnetskim smetnjama po opažanjima u 
Albinger-u.*) Datum prolaza tih grupa kroz centralni meridijan 
Sunca, označen je i u tabeli III. 

5) R. Robley, J. Bricard, A. Kastler: Le spectre de l’aurore boréale 
du 25 au 26 janvier 1949. (Ann. de Géoph. Tome 6, No 1, 1950. p. 66). 


%) H. W. Newton, Geomagnetic Storms and Solar Activity 1949. 
(»The Observatory«, Vol. 70, No 855, April 1950 p. 81). 
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SUNSPOTS IN THE YEAR 1949. 
By Dr. Andro Gilié 


Summary 


Sunspots have been observed at the Geophysical Institute 
of Zagreb, with a telescope having an objective of 4”, magnify- 
ing 100 x. With a separate telescope the Sun has been pro- 
jected, and an image of the solar disc — 15 cm in diameter 
— thereby obtained. On the ground of this image the helio- 
graphic coordinates of the groups have been determined by 
the graphical method described by A. L. Cortie in The 
Monthly Notices of the R. Astr. Society, 1897, p. 141. 

The daily numbers of the groups and spots, as well as 
the relative numbers have been published regularly in the 
monthly Bulletin of the Geophys. Institute. There can also be 
found details regarding each group that was visible on the Sun. 

In the present paper a summary of the observations is 
given in Table I—IV. : 

Table I contains for each Carrington’s rotation: 

— the number of days when the observation was made; 

— the total number of groups; 

— the number of groups in the Northern hemisphere; 

— the number of groups in the Southern hemisphere; 

— the mean heliographic latitude of the groups in the 

N-hemisphere; 
— the mean heliographic latitude of the groups in the 
S-hemisphere; 

— the mean daiiy number of groups g; 

— the mean daily number of spots f; 

— the mean daily relat. numbers r reckoned from the 

equation r==10g + f. 

In Table II is shown the distribution of the groups for 
each zone from 5° to 5° latitude North and South. 

In Table III the values under the heading (1) — (4) cor- 
respond to those of column 1, 7, 8, 9, Table I respectively, with 
the difference that the former refer to the Carrington’s ro- 
tations whilst the latter relate to the months. The figures under 
the heading (5) of Table III denote the dates when remarkable 
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groups passed through the central meridian of the Sun. For 
these groups particulars are given in Table IV. The figures 
under the heading (1) — (5) of this Table denote respectively: 

— the transit through the centr. meridian of the Sun; 

— the max. number of spots observed inside each group; 

— the heliographic longitude of the groups; 

— the heliographic latitude of the groups; 

— the distance of the groups from the centre of the Sun’s. 

dise during the transit; 

— remarks on geophysical phenomena that occurred at 

the time when the groups were visible. 

From the figures in the Tables I and III there hardly 
appears any trend to a lessening of the Sun’s activity during 
the period from January to December 1949. The mean relat. 
number for the whole year itself — reduced to the standard 
Zurich values — is equal to 136. This is a remarkable high 
value, comparable with that of the previous year, as is discernible 
from the graph, where Wolf’s rel. numbers for the years 
1942-49 are plotted. It is also readily seen by inspection from 
the same graph in what contrast the sharp increase from the 
minimum 1944 to the maximum 1947 is to the mild decline 
in the solar activity folowing the maximum. That is a known 
characteristic for a cycle with a high maximum. From such 
behaviour and taking in account the course of the Sun’s activity 
in the previous four cycles, it is permitted, after Gleissberg, 
to forecast the cycle to come to a very high new maximum 
followed by an unusually short period (2!/» years) of decrease 
in solar activity. 

In accordance with the comparatively high rel. number of 
sunspots in the year 1949, when not a single day was without 
a spot, there were recorded several conspicuous groups, the 
appearance of which was accompanied by geomagnetic distur- 
bances, or displays of Aurorae (see Table IV). 

Some thirty groups in 1949 were visible during more than 
one rotation. The longest life (four rotations) for a group was 
achieved by a group that was observed for the first time in 
January and passed on 22,9 through the central meridian of 
the Sun. 

Regarding the distribution of the groups on the solar disc 
it should be said (see Table II) that the greatest frequency was 


Sunčeve pjege u 1949. godini 197 


recorded in the zone between 11% and 15% in the N-hemisphere 
and 6" to 10% in the S-hemisphere. No group appeared in the 
latitudes higher than 35% whilst in the equatorial zone between 
+5" a respectable number (11%) was observed. Out of the 
total number of groups 56% were on the N -hemisphere and 
44% on the Southern. The average heliogr. latitude of the 
groups in the N-hemisphere was 13,8% in the S-hemisphere 
12,5°. These average values are the lowest since the year 1944, 
and this is in conformity with the well-known Sporer law of 
migrating sunspot latitudes. The somewhat higher mean lati- 
tude in the N-hemisphere as well as the higher total number 
of groups in that hemisphere might be explained, after Brun- 
ner and Waldmeier, by a delay in the activity of the Sun in 
the N-hemisphere compared with that of the Southern. 


ZADOVOLJUJU LI DE BROGLIE-JEVE VALNE JEDNADŽBE 
TEOREMU RELATIVNOSTI?! 


Dr. Vladimir S. Vrkljan, Zagreb 


Poznato je da je LL de Broglie na osnovi pretpostavke 


1 An ž m 
3 a metodom fuzije matrica, došao 


do valnih jednadžbi čestica sa spinom 1, koje se, kako se misli, 


fuzije dviju čestica sa spinom 


mogu primijeniti na foton, a možda i na mezon. 
Poznato je nadalje, da tako dobivene osnovne jednadžbe čestice 
sa spinom 1 glase po de Broglie-ju 


fi 9 a 
3 (a Ba + ay ay + as - ai ne) Fauttve + Fe TE ai} t= (1) 
h a a 
bi (>: ae} suhbagz a t+bimwet = ini Va=0. (2) 


Ovdje a, ib, znače de Broglie-jeve šesnaestredne kvadrat- 
ske hermitske matrice, dobivene iz Diracovih matrica a, (r= 
==1,2,3, 4) definicijama (postupak t. zv. fuzije matrica) 


(8,)kt,mn =a (&,) kum Šu (b,) xt,mn = (2,)in Šum (k,l,m,n = 1,2,3, 4), (3) 


Vu de Broglie-jeve složene valne funkcije, c brzinu svjetlosti 
u vakuumu, u, masu čestice sa spinom 1, h Planckovu kon- 
stantu, dividiranu s 27, dok je i imaginarna jedinica. 
Ako prvu od ovih jednadžbi množimo s ia,, a drugu s ib,, 
dobivamo 
3 
k : 9 ; hah ko = 
ad daa KE ul dash See ey) Va =0 (4) 
r=1 
i analogno za drugu (b-) grupu jednadžbi. 
Označimo li ovdje 


ia, =, —au=VW. ici=m, (5) 


1) Ova je bilješka nastala povodom jedne diskusije, koja je održana 
nakon kolokvija dne 19. X. 1949, 
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možemo posljednje jednadžbe (4) pisati?) 


4 
E 2 ž 
> Gases 6) 
r=1 


Na jednadžbe isto takovoga oblika dovela bi nas i druga (b-) 
grupa jednadžbi. 

U jednadžbi (6), kako razabiremo, dolaze sve tri prostorne 
koordinate s vremenom zajedno ravnopravno, t. j. u jednakom 
obliku, pak prema tomu oblik jednadžbe (6) pokazuje, da ona 
zadovoljuje teoremu relativnosti. 

Isto tako da se pokazati i za druge oblike de Broglie-jevih 
jednadžbi čestice sa spinom 1, da i one zadovoljuju teoremu rela- 
tivnosti. Tako na pr., ako uzmemo u razmatranje ovaj oblik de 
Broglie-jevih valnih jednadžbi?) 


(hi aj +b, 2 ay +b, 2 a; + bs a 
ću 2 mo 2 rae 2 shih 
+b Ln 
tomes we P ort ss sij va=o. sk 


Množimo li ove jednadžbe s ia,b,, to one prelaze u 


k y iaga, by + ibyb,ay 9 4 


i 2 ax. 
r=1 
Le a O aa I a = om 
Bas eee eal 4M iš 
Postavimo li sada ovdje 
i 
7 (asa, by + bib,a4) =€,, —ubi=u, 


j 2) Preostaje još dakako pokazati, da y-matrice zadovoljuju de 
Broglie-jeve uvjete 


0(# = @) 
= (8,8=1,2,3,4). 

YaYaFYaYa an A 

Prvi od ovih uvjeta lako se pokaze, jer je na pr. za prve tri matrice 
Yp Vo = tagag+tayay = — iajap ia,a,=iaja, ispu = 
= —iaya,-iayag = —YeYp (a B==12.31 
dok je za produkt prvih triju matrica sa četvrtom 
ma vaze iayag(— ay) = — tay (— a4) = — (— a4) iayag = — YaYg 
(B = 1,2,3) 

3) L de Broglie, Particules a spin, 1943, str. 102. 
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onda posljednja jednadžba prelazi u 


4 

ja 9 i 

a =; ax, as 2 (ab) ue 2 9, =0. (9) 
r=1 


I iz ovog oblika jednadžbi razabiremo, da one udovoljuju 
teoremu relativnosti, jer ni jedna koordinata (uključivši tu i vre- 
mensku koordinatu) nije prema drugima istaknuta. 

Konačno se takvo isto svojstvo može pokazati i za de Bro- 
glie-jeve jednadžbe oblika“) 


h a,b, + by; ay 4) azba + bya 9 a3b4 + b3 a4 a 
E 2 ase 2 ape 2 a 
ay + by h t) z 
+ agbyYoc + mace te Va =O; (10) 


koje je, kako je poznato, upotrijebio de Broglie u svojoj naj- 
novijoj teoriji čestica sa spinom 1. Ako ove jednadžbe množimo 
sia,b,, onda dobivamo 


+h kh 2 m 
2 i 0(ict) Vadi) 


G i 
2 ax, + i Myc 


3 
kw (asa, t+ bab) 9 
| i > : 
r=] 


pak ako ovdje postavimo 


i (aga, + byb,) ph aa ae 
2 e moro 
one poprimaju oblik 
, 4 
4 9 
= br pumas COE wv, =, (12) 
r=1 


u kojemu i opet nijedna od koordinata (uključivši tu i vrijeme kao 
četvrtu  koordinatu ¢etverodimenzionalnoga varijeteta prostor- 
vrijeme) nije istaknuta prema drugima. To znači, da i one udovo- 
ljuju teoremu relativnosti. 

Na osnovi jednadžbi (6), pa (9) i (12) dolazimo nužno do za- 
ključka, da su svi glavni oblici de Broglie-jevih jednadžbi za 
čestice sa spinom 1 u skladu s teoremom relativnosti. Međutim 
ne treba zaboraviti, da su jednadžbe (7) i (10) izvedene iz jednadžbi 
(1) i (2), koje zadovoljuju relativnosti, a kojesu de Broglie-jeve 
osnovne jednadžbe za čestice sa spinom 1. 


4) L de Broglie, Particules a spin, 1943, str. 104, — L. de 
Broglie, Mécanique ondulatoire du photon, 1949, str. 28. 
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BEFRIEDIGEN DIE DE BROGLIE-SCHEN WELLENGLEICHUNGEN 
DAS RELATIVITATSPRINZIP? 
Vod Dr. Vladimir Vrkljan 


Zusammenfassung 


Auf eine in einer Diskussion aufgestellte Frage, ob die de 
Broglie-schen Wellengleichungen fir die Partikeln mit dem 
Spin 1 das Relativitatsprinzip befriedigen, wird in dieser Bemer- 
kung die Antwort gegeben. Zuerst wird dies fiir die de Bro- 
glie-schen unter (1) angefiihrten Gleichungen gezeigt [die Glei- 
chungen (2) sind derselben Form wie (1)] und zwar auf Grund 
dessen, dass man die neuen Matrizen zweckmissig und die vierte 
Koordinate relativistisch definiert [siehe (5)]. So bekommt man 
die de Broglie-schen Gleichungen (6), in welchen alle vier 
Koordinaten gleichartig auftretten. 


Dann wird dasselbe fiir die unter (7) angefiihrten Gleichungen 
gezeigt und endlich flr die de Broglie-schen Gleichungen, 
welche unter (10) angefiihrt sind. Die Gleichungen (7) kann man 
namlich auf die Form (9) und die Gleichungen (10) auf die Form 
(12) bringen. 


KOMPLANACIJA ZARUBLJENE KOSE KRUŽNE KUPE 


Stanimir Fempl, Zemun 


Neka su S, i S, najveća i najmanja izvodnica kose kružne 
kupe, R poluprečnik njene osnove, a f, y i 6 odgovarajući na- 
spramni uglovi tih triju strana karakterističnog preseka. 

U svome ranijem radu!) pokazao sam, da je omotač kose 
kružne kupe dat obrascem 


M =2RKS So («— Pein 2) +2R? (GF—(F—BĐRA, a 


gde su F i E potpuni normalni eliptički integrali I. i II. vrste sa 


ud PSY 
modulom k=sin —Z 


i gde su F, i E, normalni eliptički integrali I. i II. vrste sa mo- 


dulom Esker = us 
Ea 2 
i amplitudom u = INSISTS + Sa 


Obrazac (1) može poslužiti za dcbijanje 
obrasca za površinu omotača zarubljene kose 
kružne kupe. Taj obrazac lako sledi iz (1), ako 
se od omotača M, oduzme omotač M, dopun- 
ske kupe. 

Toga radi, označimo sa o, i o, najveću i 
najmanju izvodnicu dopunske kupe, a sa r polu- 
prečnik njene osnove (V. sl.). 

Tada je 


R R R 


R 
Sn rao dah ske ee gt 


pri čemu su s, i s, najveća i najmanja izvodnica zarubljene kupe. 
Iz jednačina (2) sledi: 
2R _ 2r _ 2R—r) 


Si +S  0,+0, 81 + S 


1) S Fempl: Komplanacija kose kružne kupe. Glasnik mate- 
matičko-fizički i astronomski. T, 4, 1949, Zagreb, str. 127—134, 
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Iz toga izlazi, da su granice integrala, koji figurišu u izrazu 
za omotač dopunske kupe, jednake onima iz izraza (1), da, dakle, 
integrali E, i F, imaju konstantnu vrednost. Kako je još na 
osnovu (2) 

RVS&S&—rVao=(R+r) Vas, (3) 
to, ako se od M, oduzme omotač dopunske kupe 
M=2rVoo (E— Paine 2) +2"(mF—(—DN Ve 


na osnovu (3) sledi definitivan obrazac za površinu omotača za- , 
rubljene kose kružne kupe: 


M=2(R +r) Vs 89 (e—Fsint 3) + 2(8—r)(EF—(F—BDA) OD 


Iz gornjeg obrasca, za r =0, neposredno sledi obrazac (1). 
Za sr==s,=5, t. j. za slučaj uspravne zarubljene kupe je 


f=y, k=0, k’ =1, E=F= = i 
akija kovao vd JE eek 3 
S1 + 52 pi S kg. 
6 
2 
pa je = pp RE bd 
2 s 
0 * 


Kako je u tom slučaju F, konačan broj, to izraz za omotač 
kupe dobija oblik 


M = 2(R 41) 5% cos? > +2(R'—r2) 


t.j: M=(R Pir) site 

Za R—r dobija se slučaj kosog kružnog valjka. Tada u obra- 
scu (I) integrali E, i F,, a i ceo drugi član desne strane, postaju 
jednaki nuli. Kako je još 8==0 i s,==s, =s, obrazac (I) dobija 


Roar 
8 Dad 


oblik M=4rsE, 
. pri čemu veličina k, zbog B==a—y, ima vrednost 
k=cos7, 


Veličina O — 4aE, kao što je poznato, predstavlja obim jedne elipse 
.sa velikom osovinom 2a i numeričkim ekscentricitetom, koji je 
jednak modulu k eliptičkog integrala. Kako je presek kosog valjka 
sa ravni normalnom na izvodnice valjka elipsa sa osovinama 2a = 
—2r i 2b=2rsiny, to je numerički ekscentricitet te elipse 
ve Va? — b? 
6= ———— =cosy. 
a 

Usled toga, obrazac (4) napisan u obliku M= sO, izražava 
da je površina omotača kosog kružnog valjka jednaka proizvodu 
iz izvodnice i obima normalnog preseka. Ovo potvrđuje poznatu 
teoremu o površini omotača kosog kružnog valjka. 
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O 75-GODIŠNJICI ROĐENJA DRA JURJA MAJCENA 


Lanjske se je godine navršilo 
25 godina od dana smrti, a ljetos 
75 godina od dana rođenja dra Jurja 
Majcena, znamenitog hrvatskog rad- 
nika na polju matematike, a napose 
pobornika na obrađivanju geometrije. 
Tim povodom uredništvo »Glasnika« s 
jedne strane, a s druge strane pisac 
ovih redaka, kao Majcenov učenik, 
suradnik i kasnije nasljednik na sve- 
učilišnoj katedri geometrije, osjećaju 
dužnost, da na ovom mjestu komemo- 
riraju ta dva datuma. 

Znanstveno obrađivanje geome- 
trije u Hrvatskoj počinje dolaskom 
Karla Zahradnika (godine 1876.) za 
profesora matematike na zagrebačko 
sveučilište (otvoreno u jesen g. 1874.). 
Zahradnik je tokom svog djelovanja 
u Zagrebu (1876.—1899.) objelodanio u 
»Radu« Jugoslavenske Akademije 18 

Dr. Juraj Majcen radova, koji u glavnom rade o lemni- 
skati, strofoidi, cisoidi, Descartesovom 
listu i čunjosječnicama, ali se, vjero- 

jatno po njegovom zauzimanju, u »Radu« tih godina javljaju kao vanjski 
suradnici i I. Vančček, C. le Paige, F. Studnička te E. Doležal. God. 
1891. javljaju se međutim dva nova, domaća radnika na polju matema- 
tike: David Segen i Vladimir Varićak, svaki sa radnjom iz područja 
geometrije, ali se je potonji u daljem svom naučnom radu ograničio 
na istraživanja iz područja neeuklidske geometrije i to napose geometrije 
Lobačevskoga, dok je inače kao nastavnik na Sveučilištu zastupao ma- 
tematičku analizu. Segen je u »Radu« štampao do god. 1899. još tri 
radnje i poslije toga se više ne javlja. No te iste godine (a to je ujedno 
godina odlaska Zahradnikova iz Zagreba u Brno, gdje je postao profe- 
sorom na češkoj Tehničkoj visokoj školi) nastupa Majcen odmah sa tri 
radnje: doktorskom disertacijom, tiskanom u vlastitoj nakladi, te sa 
dvije radnje u »Radu«. Time počinje dugačak niz Majcenovih radova 
na polju čiste. geometrije, kojima je on ne samo unapređivao nauku, 
nego je djelovao i na druge, da i oni naučno rade na geometriji. Pogotovo 
to vrijedi od godine 1901. dalje, kada je počeo djelovati kao nastavnik 
na Sveučilištu u Zagrebu. 

No prije nego se upustimo u prikazivanje Majcenovog naučnog i 
nastavnog rada, dat ćemo prikaz života toga neumornog radnika na 
polju njemu toliko mile geometrije. Rodio se 18. I. 1875. u Zagrebu, 
u Vlaškoj ulici. Otac mu Đuro!) bijaše po zanimanju tipograf i imao je 


1) Rođen u Zagrebu god. 1854., učio zanat u Gajevoj tiskari u Dugoj 
ulici od god. 1862., umro u dubokoj starosti 2. XI. 1943. u Zagrebu kao 
nestor hrvatskih tipografa. Prošao je u svojoj struci sve upravo revo- 
lucionarne faze u razvoju tiskarskog obrta radivši punih 70 godina u 
svom zanatu, od toga ravno 50 godina u Zakladnoj tiskari »Narodnih 
novina«. Bio je izvrstan grafički radnik, te je rukom. slagao najteže 
matematičke, starogrčke i latinske slogove. Majka prof. Majcena rodila 
se 1856., a umrla 7. XII. 1903. 
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sa suprugom Katarinom rođ. Škrbec uz Jurja još dva sina i tri kćeri, 
koje još žive, dok je od tri sina samo jedan na životu. Juraj je polazio 
pučku školu u Vjezb2onici, gdje mu je učiteljem bio August Matoš, a 
ravnateljem Lj. Modec. Zanimljive su dvije ocjene u svjedodžbi »pola- 
znici«, t, j. svjedodžbi 4. razreda (od 24. VII. 1884.): iz računstva »dobro«, 
a iz »geometrijskog oblikoslovlja« »vrlo dobro«. Kao da se tu već 
očituje smjer, kojim će taj učenik kao kasniji matematičar poći i na 
kojem će kao zreli čovjek tako obilno davati radove. Dalje je polazio 
Veliku realku na Griču (tada još sedmogodišnju), koju svršava ispitom 
zrelosti škol. god. 1890/91.. Ravnatelj mu bijaše J. Torbar, profesor iz 
matematike Segen, a iz opisnog mjerstva Krbek, ocjene na maturi iz 
ta dva predmeta su »veoma dobar«. Vrijedno jie jos spomenuti, da mu 
je profesorom iz prirodopisa bio Mišo Kišpatić, a iz kemije Julije 
Domac. Kasnije (god. 1897. u Osijeku) nadopunio je maturu ispitom iz 
latinskoga jezika, jer se bez toga nije mogao postići doktorat filozofije. 
Visokoškolske studije vršio je u Beču od škol. god. 1891/92.—1894/95. 
kao redoviti slušač na Tehničkoj visokoj školi, te 1894/95. i 1895/96. kao 
izvanredni slušač na Filozofskom fakultetu bečkog Sveučilišta. Nato je 
dekretom od 10. kolovoza 1896. postavljen za namjesnoga učitelja na 
realnoj gimnaziji u Osijeku kao zamjena za Varićaka, koji je kao netom 
habilitirani privatni docent bio premješten u Zagreb na novu, donjo- 
gradsku gimnaziju. U jeseni te godine položio je Majcen u Beču pro- 
tesorski ispit, te mu je o tom pod datumom 2. studenoga 1896. izdana 
svjedodžba o osposobljenju za nastavnika matematike i deskriptivne 
geometrije kao glavnih struka na realkama. Ispitivaoci su mu bili: G. 
Escherich iz matematike, G. A. Peschka iz deskriptivne geometrije, te 
V. Jagić iz hrvatskoga jezika. Sa službom je i dalje ostao u Osijeku, 
te je 13. prosinca 1898. imenovan pravim učiteljem. God. 1898. prijavio 
se u Mudroslovnom fakultetu zagrebačkog sveučilišta za polaganje stro- 
gih ispita doktorskom disertacijom »O nekojim projektivnim svojstvima 
paraboličkog cilindroida«, koja je. 1899. izašla i tiskom u Zagrebu kao 
posebna knjiga. »Philosophicum« je položio 29. VII. 1898., a strogi ispit 
iz matematike (uključivo i deskriptivnu geometriju) i fizike 18. I. 1899., 
te je dva dana kasnije promoviran na čast doktora filozofije (dekan 
Duro Arnold, a promotor Franjo Marković). U jeseni te godine oženio 
se Majcen u Osijeku Zorom Knopp, kćerkom gradskog fizika, vrlo za- 
služnog za osnivanje i uređenje osječke bolnice. Iz tog je braka potekla 
jedinica kćerka Nada. Njegova je supruga umrla 16. II. 1947. 
Unutrašnji poziv, koji je Majcen u sebi nosio, tjera ga dalje — 
na habilitaciju. God. 1900. habilitira se na zagrebačkom Mudroslovnom 
fakultetu radnjom »O konfokalnim krivuljama 2. stupnja«. Njegova 
molba za habilitaciju datirana je sa 16. III. 1900., ocjenjivači radnje 
bili su profesori Varićak i Segen, koji su u drugom stupnju habilita- 
.cionog postupka održali s kandidatom i »znanstveni razgovor« pred 
profesorskim zborom. Pokusno predavanje »O fokalnim svojstvima kri- 
vulja 2. stupnja« održao je Majcen 31. X. 1900. u staroj dvorani VIII. 
u drugom katu glavne zgrade Sveučilišta. Prema tome se je prošle 
godine navršilo 50 godina od promocije, a ove godine od habilitacije 
Majcenove. Rješenjem bana od 11. XII. 1900. bude Majcenu podijeljena 
»venia legendi« iz centralne projekcije i projektivne geometrije, ali 
je predavati počeo tek u zimskom semestru 1901/2., budući da je tek 
koncem srpnja 1901. dobio premještaj na realnu gimnaziju u Zagrebu. 
Prvi (dvosatni) kolegij Majcenov ima naslov »Centralna projekcija kao 
uvod u projektivnu geometriju«, čime se započinje niz njegovih sjajnih 
predavanja, koji će se smrću Majcenovom tako naglo završiti u zimskom 
semestru 1923/24. Kao nastavnik na realnoj gimnaziji dobiva 20. XII. 
1901. naslov »profesor«, a 29. IX. 1904. imenovan je suurednikom »Na- 
stavnog vjesnika« (jer je vlada financirala izdavanje toga časopisa i 
pridrzala si pravo imenovanja urednika i suurednika), što je ostao kroz 
tri školske godine. Dekretom od 17. X. 1905. bude Majcen imenovan 
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učiteljem za analitičku geometriju u Mudroslovnom fakultetu i ujedno 
oslobođen dužnosti predavanja na realnoj gimnaziji, onim od 138. VII. 
1909. dobiva »naslov i značaj javnog izvanrednog profesora«, 25. V. 1911. 
bi imenovan javnim izvanrednim, a 15. X. 1913. javnim redovitim pro- 
fesorom. Povrh toga su mu rješenjem od 20. VIII. 1920. bila povjerena 
i predavanja iz »Viših dijelova deskriptivne geometrije« za slušače, 
kojima je deskriptivna geometrija (uz matematiku) glavna struka, Važno 
je tu primijetiti, da je kod imenovanja javnim izvanrednim profesorom 
uz taj naslov posebno dodano »geometrije«. Naime, god. 1898., prigodom 
otvaranja Šumarske akademije, »prislonjene na Mudroslovni fakultet«, 
bijaše na njoj osnovana katedra za deskriptivnu geometriju, koju je 
dobio dotadašnji privatni docent Mudroslovnog fakulteta D. Segen; a 
kada je koncem ljetnog semestra 1910/11, Segen umirovljen, bude ta 
katedra proširena i pretvorena u katedru za (čitavu) geometriju i kao 
takovu dobio ju je Majcen u svojstvu izvanrednog profesora, 


Tom životu, punom uspjeha u svakom pogledu, bio je suđen rani 
kraj: 1. veljače 1924. povodne zateče Majcena nagla smrt za pisaćim 
stolom, gdje je radio prije nego će poći na predavanje na Sveučilište. 
Vijest o tome izazvala je iskreno i duboko žaljenje kod svih, koji su 
znali, što je Majcen značio za geometrijsku nauku. Već posljednje dvije 
godine osjećao je Majcen u pogledu zdravlja poteškoće zbog jakog tlaka 
krvi, te je u listopadu 1923, tražio pomoći kod specijaliste prof. Kovacsa 
u Beču, koji mu je među drugim mjerama zabranio i pušenje. No Majcen 
se nije nikako mogao odreći svoje omiljele cigare, koja je postala jednom 
od njegovih vanjskih karakteristika. Smrt Majcenova bila je teški 
udarac za daljnji razvitak geometrije u Hrvatskoj, Sjećam se vrlo dobro, 
kako je ona na mene djelovala: ovladao me je osjećaj jedne strašne 
praznine, koja se ničim više ne će dati popuniti, a s tim u vezi i osjećaj 
tjeskobne osamljenosti. 

Znanstveni rad Majcenov možemo ovdje prikazati dakako samo 
sumarno, a pri tom se možemo vrlo korisno poslužiti kratkom karakte- 
ristikom i klasifikacijom, što ju je sam autor u tom pogledu dao u 
»Izvješćima o raspravama matem.-privodoslov, razreda Jugoslavenske 
akademije za godinu 1867,—1914.«, i to na stranici 65, Tu su doduše 
obuhvaćene samo radnje, publicirane u »Radu« Akademije i to do uklju- 
čivo godine 1913., ali po kriterijima, po kojima postupa Majcen na spo- 
menutom mjestu, lako možemo razvrstati i ostale njegove radove, t. j. 
one, koji su izašli poslije 1913., odnosno na drugim mjestima. Majcen 
dijeli svoje radnje u pet skupina: u prvu idu one, koje rade o plohama, 
u drugu one o prostornim krivuljama, u treću one o ravnim krivuljama, 
u četvrtu radnje o različitim pitanjima ravne i prostorne geometrije, 
te napokon u petu one sa područja deskriptivne geometrije. Tome bih 
ja dodao kao šestu skupinu tri radnje iz god. 1915, i 1916., koje rade 
o geometrijskom rješavanju izvjesnih problema statike. U svemu je 
tom klasifikacijom obuhvaćeno 59 rasprava, koje su u dodatku ovog 
članka navedene kronološkim redom kako su publicirane, Od njih ide 
u prvu skupinu 12, u drugu 10, u treću 17, u četvrtu 11, u petu 6, i 
napokon u šestu 3, Za poznavaoca stvari ne će biti teško odrediti. u 
koju od tih skupina ide koja od navedenih radnja, premda bi se gdje- 
koja od njih mogla uvrstiti možda i u dvije skupine. Polovica broja tih 
radnja (njih 29) izišla je u »Radu« Jugoslavenske Akademije, a ostale 
u različitim časopisima izvan Zagreba, što se točnije može vidjeti iz 
spomenutog dodatka, K tome treba pribrojiti još 14 manjih naučnih 
radova, objelodanjenih u »Nastavnom Vjesniku«, prvi u sv, V., a po- 
sljednji u sv, XXX), 


*) Vidi popis naučnih radova dra Jurja Majcena, otštampan u 
»Ljetopisu Jugoslavenske Akademije«, sv. 39 (1926.), napose str, 249— 
251, iza govora, što ga je V, Varićak održao nad Majcenovim odrom. 
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Skup svih tih radova predstavlja životno djelo Majcenova, po 
kojem nam on izlazi kao začetnik i osnivač njegovanja znanstvene. 
u Hrvatskoj. Dok su se Zahradnik, Segen i Varičak (da ne 


geometrije u nas na široke, čvrste temelje. A to je izveo na pravi geo- 
metrijski način, ostavši i u metodi čist geametar, jer se u preteinoj 
večini svojih radova služi sintetičkom metodom razmatranja i = ge 
i sam ističe na gore spomenutom mjestu »Izvješća«. 
ia 
: je njegova bitna značajka kao naučneg radnika. Po tame 
je Majcen in snažno djelovao na svoje učenike, koji danas čine 
»Majcenovu školu« u njesovanju geometrije. A sve to daje matema- 
žičkoj nastavi na zagrebačkom sveučilištu onaj posebni biljeg. koji 
~ nosi — naime, zasebno i intenzivno gajenje geometrije u nastavi 
nauci“). 
, Tu neobičnu sklonost prema geometriji, prema gledanju i prouča- 
Yanju prostornih tvorevina, lišenih svega osim pološaja, oblika i veli- 
čine, nosio je Majcen dakako u sebi već iskonski; treba se samo sjetiti 
onih ocjena iz računstva i geometrijskog oblikoslovlja iz pučke škole. 
A za tu orijentaciju njegova duha osobito je značajna činjenica, da 


Tu je na njega najveći utjecaj imao, te uopće usmjerio Majcenov naučni 
interes i upravo formirao njegovu fizionomiju kao budućeg naučnog 
radnika prof, Peschka, kojega se Majcen uvijek tako rado, često, sa 

i zahvalnošću u razgovorima sjećao i koji mu je uvijek 


Segenwartigen Stande dieser Wissenschaft, uje je u 4 sveska s atlasom 
izašlo u Beču sod. 1883.—1885. a u drugu ruku poznavati sadržaj Maj- 
cenovih radova, pa da se ustanovi gore spomenuti utjecaj učitelja na 
učenika. Ali nesama, da je Peschka dao pravac naučnom interesu Maj- 
cenovu, neso mu je dao : nadasve solidan temelj pogledom na znanje 
onih disciplina geometrijskih, koje je Majcen osobito njegovao: sinte- 
tička seometrija krivulja i ploha povezana sad manje sad više s de 
skripičšvnom seometrijom, osobito centralnom projekcijom, koja je Maj- 
A sve svoje velka znanje geometrije, koje je nakupio za vrijeme 
svog studija u Beču i poslije tokom svojih istraživanja, daveo je Majcen 
pao svojim slušaocima na zagrebačkom sveučilištu. Njegova naučna 
i nastavna djelatnost pada točno u prvu četvrt ovoga stoljeća, ali je 
; (iy egal e egaaeet rake prešle Drvna ARC 
Bilo je to ono Slavno razdoblje nastave matematike na zagrebač- 
sveučilištu, kada su na njem »velika trojica« Variéak-Bohnitek- 
Majcen razvili svoju blegotvornu nastavnu i naučnu djelatnost. Prof. 
Varićak uvodio nas je u osnovne discipline matematičke analize i neza- 
vino od toga u svoj amiljeli predmet. u nama tako čudesni svijet 
neeuklidske geometrije, napose geometrije Lobačevskoga; prof, Bohniček 
enim. «i A : : 


X Zanimljivo je da Majcen sam svezu između nauke i nastave 
ističe na ok iatroši "mjestu »Izvješča«, gdje kaše: »Veti do tih radova 
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predavanjima vodio u jedan novi svijet, svijet geometrijskih tvorevina 
i činjenica, stvaranih i gledanih čistim unutrašnjim zrenjem, a koje se 
daju samo donekle adekvatno predočiti geometrijskom grafikom odnosno 
modeliranjem. Meni je napose ostao u trajnoj uspomeni kolegij »Cen- 
tralna projekcija prostora sa četiri dimenzije«. 

Posve je prirodno, da je Majcen svoja predavanja želio izdati i u 
obliku udžbenika, i dobro se sjećam, kako mi je prigodom jedne šetnja 
Zrinjevcem, poslije svršenog posla, što ga je obavio u Akademiji kao 
gospodarski tajnik, negdje u jeseni 1919., razvio potanki i na široko 
zasnovani plan izdavanja udžbenika osnovnih disciplina geometrije, pri 
čem bi i mene zapao jedan dio toga posla. Međutim je taj plan ostao 
neostvaren, u glavnom zbog toga, što je tada bilo teško naći nakladnika 
za takve udžbenike, a onda i zbog drugih nekih razloga. U to je vrijeme 
već bio dogotovio rukopise »Perspektive« i »Normalne i kose aksono- 
metrije«, ali zbog nesporazuma s nakladnikom ti udžbenici nisu izašli 
tiskom. Prije toga izdao je god. 1901. u Osijeku litografirana predavanja 
»Mnogoplošci«, a god. 1909. u Zagrebu nakladom Hrv. akad. potpornog 
društva autografirana predavanja (»kao manuskript«) »Analitička geo- 
metrija u ravnini«, koja su za nas tadašnje slušače bila veliki događaj. 
Još i danas s užitkom listam po toj knjizi, punoj marginalija iz onih 
studentskih godina. Trebala je izaći i »Analitička geometrija u pro- 
storu« kao nastavak netom spomenutog djela, ali kako je rečeno, tada- 
šnje su prilike učinile to nemogućim. Kada su pak elementi deskrip- 
tivne geometrije postali predmet predispita za sve slušače matematike 
(t. j. i one s matematikom i fizikom kao glavnim strukama), izdao je 
Majcen god. 1913. »Deskriptivnu geometriju za srednjoškolske kandidate 
matematike«, opet kao autografirana predavanja, a u nakladi zagre- 
bačke knjižare Kugli. 

Majcen je napisao i pet školskih knjiga geometrije, koje su izašle 
tiskom u Zagrebu od god. 1917. do 1920., tri u nakladi zemaljske vlade, 
a dvije u nakladi knjižare Kugli. God. 1917. se naime provela u Hrvat- 
skoj reforma matematičke obuke u srednjim školama, pak je Majcen 
izradio osnove za obuku iz geometrije i deskriptivne geometrije te 
napisao spomenute školske knjige. To su: Mjerstveno crtanje za IV. 
razred realnih gimnazija (1917), Upute za izvođenje geometrijskih crteža 
(1918, Kugli), Osnove nauka o projiciranju za IV. razred gimnazija (1918, 
Kugli), Opisno mjerstvo (deskriptivna geometrija) za V.—VIII. razred 
realnih gimnazija (1919), te Geometrija za više razrede srednjih učilišta 
(Goniometrija, trigonometrija i analitička geometrija) (1920). Neke od 
tih knjiga izašle su kasnije i u 2. odnosno 3. izdanju. Sve su to prvi 
originalni hrvatski udžbenici geometrije za srednje škole, a Majcen ih 
je napisao u nevjerojatno kratkom vremenu od godinu i pol dana, 
izradivši pri tom posve sam sve crteže za slike u tim knjigama. K 
tome treba pribrojiti i hrvatsko izdanje Schl&milchovih logaritmičkih 
tablica (1919, Kugli), koje je Majcen preuredio i popunio za potrebe 
naših srednjih škola. Imao sam prilike i sam biti očevidcem toga silnoga 
tempa rada, koji je po mom mišljenju pokolebao inače dobro zdravlje 
Majcenovo. Stao se tužiti na glavobolju i osjećao je potrebu da se više 
kreće; pa dok je prije razonodu tražio i našao prije svega u glazbi, u 
svom glasoviru, sada je odlazio i na kraće šetnje. Redovito Savskom 
cestom, desnom stranom u smjeru prema Savi, pod onom starom alejom 
divljih kestenova, kojima je ta cesta bila zarubljena čitavom svojom 
duljinom. Stanovao je u kući br. 11 na trgu Mažuranića (do god. 1910: 
Zapadni perivoj 16), u kojoj i danas još stanuje njegova kćerka. Često 
sam mu na tim šetnjama pravio društvo i tada bi Majcen znao ugodno 
pričati o svojim uspomenama iz Beča, o svojim prijateljima i znancima 
u inozemstvu iz krugova matematičara, te o planovima u pogledu nauč- 
nih istraživanja i kolegija, što ih je kanio držati narednih semestara. 
A gdjekada su se ta pričanja znala izvrći i u mala »privatissima«, za 
kojih sam mnogošta naučio. No te šetnje nisu bile dovoljne, da bi 
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kompenzirale onaj napor, što ga je ulagao u izrađivanje spomenutih . 
udžbenika, Isto tako slaba pomoć bila mu je u tome, što mi je prepustio 
korekturu »Opisnog mjerstva« i »Geometrije za više razrede«. Za svaku 
od svojih školskih knjiga napisao je još i opširni Predgovor, koji je redo- 
vito štampao u »Nastavnom vjesniku«, a ne u samoj knjizi. Da pak 
stvar bude još gora, Majcen tu nije stao, nego je bez predaha nastavio 
pisati »Perspektivu« i »Aksonometriju«, kako je to prije spomenuto. 

Na pisanje školskih knjiga bio je Majcen potaknut željom, da u 
praksi provede one ideje, koje je fiksirao u naučnoj osnovi za obuku 
geometrije u srednjim školama od god. 1917. A za taj je posao bio i 
pozvan po tome, što je puni decenij bio nastavnikom na srednjoj školi. 
Na zagrebačkoj. realnoj gimnaziji (tada jedinoj) predavao je u višim 
razredima matematiku i deskriptivnu geometriju u alternaciji sa 
pok. prof. Neninom. Bio je izvrstan predavač, jedino što je gdjekada 
držao razinu i ton svojih predavanja nešto previsoko za shvaćanje i 
zanimanje srednjoškolaca. Toga se dobro sjećam, ali ne iz vlastitog 
iskustva, nego po pričanju Majcenovih đaka, budući da sam bio »Neni- 
novac«. Prof, Nenin, koji je isto tako bio odličan predavač, nije nikada 
imao tih ambicija, dok su inače obojica u strogosti bila podjednaka. 

Uopće se može reći, da je Majcen ostao uvijek u svezi sa srednjom 
školom, ako ne drukčije, a to kao koredaktor u »Nastavnom Vjesniku« 
kroz tri godišta, zatim po svojim člancima u tom časopisu, te u sara- 
jevskom »Školskom Vjesniku«. Ovamo idu već spomenuti manji naučni 
radovi i studije »Centralna projekcija u našim srednjim školama« (N. V., 
1904), »Prilog metodici u obuci deskriptivne geometrije« (N. V., 1905), 
»Predavanje o srednjoškolskoj obuci u matematici« (N. V., 1906), »O 
položaju deskriptivne geometrije u nauci i u obuci« (Š. V., 1908), »K 
reformiranju matematičke obuke u našim srednjim Skolama« (N. V., 
1914), te »Odnos između visoke i srednje matematičke nastave« CIN Vs 
1922); zatim oni predgovori vlastitim školskim knjigama, te napokon 
brojni prikazi i ocjene novoizašlih knjiga na području geometrije. 

Zanimanje za povijest matematike, specijalno geometrije, navelo 
je Majcena, da izda na hrvatskom jeziku po jedno djelo naših starih 
dubrovačkih matematičara: »Spis Marina Getaldića Dubrovčanina o 
paraboli i paraboličkim zrcalima« (iz god. 1603.), te »Boškovićeva teorija 
sjekotina stoSca« (iz god, 1754.), jedno i drugo u »Radu«“), U svezi s 
tom drugom publikacijom objelodanjuje Majcen u 31. svesku »Nastav- 
nog Vjesnika« (1923) članak »Historijska bilješka o izdanjima Boško- 
Vićevih radova«, a u bečkom Matematičkom društvu drži 8. IV. 1921. 
predavanje o Boškoviću i njegovim djelima, napose o netom spome- 
nutoj teoriji krivulja 2. reda. Ovamo spada i povijesni osvrt »Navršena 
stotina godina u razvoju projektivne geometrije« u 30, svesku »Nastav- 
nog Vjesnika« (1922), 

Napokon treba spomenuti, da je Majcen od god. 1914. do 1916. 
bio članom redakcije časopisa »Revue semestrielle des publications ma- 
thematiques«, koji je do god. 1934., t. j. do sv. 39. izlazio u Amster- 
damu. Tehnički je pak uredio djelo profesora beogradskog univerziteta 
dra M. Milankovića »Thćorie mathematique des Phénoménes thermi- 
ques«, što ga je god. 1920. izdala Jugoslavenska Akademija, a čitao je 
i korekture, kad se to djelo tiskalo. 

Djelatnost Majcenova bila je dakle mnogostrana, i zato, premda 
je radio rijetkom lakoćom i brzinom, ipak je obujam njegova rada 
iziskivao velike fizičke i duševne napore, kojima je napokon u svojoj 
najljepšoj dobi i podlegao... Za svoj znanstveni red primio je za rana 
i zaslužena priznanja: već u prosincu 1903. postaje članom dopisnikom, 


4) Sv. 223 (1920), odnosno 225 (1921); ovo drugo kao II. dio djela 
»Matematički rad Boškovićev«, od kojeg je prvi dio izdao V. Varićak 
u »Radu«, sv. 181, 185, 190 i 193 (19 10—1912), 
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. acu ožujku 1909. pravim članom Jugoslavenske Akademije, gdje je 
kasnije, od mjeseca studenog 1914. do svibnja 1916., bio zamjenikom 
tajnika, a zatim kroz šest godina gospodarskim tajnikom; u siječnju 
1913. postaje dopisnim, a u studenom 1920. pravim vanjskim članom 
Česke Společnosti nauk u Pragu. 

U ta se priznanja ima svakako ubrojiti i njegovo članstvo u ured- 
ništvu »Nastavnog Vjesnika« i »Revue semestrielle«. Naukovne godine 
1917/18. bio je dekanom Mudroslovnog fakulteta, a istovremeno je 
obavljao dekanatske poslove i na Medicinskom fakultetu, koji je upravo 
bio u osnivanju. Ta mu je dužnost bila povjerena zbog njegovih osobitih 
organizatorskih i administrativnih sposobnosti, koje su došle do naj- 
vidnijeg izražaja za njegova tajnikovanja u Akademiji. Ujesen 1919. 
reče mi jednom zgodom Majcen, da bi najvolio povući se sa Sveučilišta 
i sasvim posvetiti Akademiji, toliko je zavolio tu našu najvišu znan- 
stvenu ustanovu. Pun inicijative uveo je u izdanja Akademije dvije 
nove publikacije: »Prirodoslovna istraživanja Hrvatske i Slavonije« i 
»Izvješća o raspravama matematičko-prirodoslovnoga razreda«. Od onih 
je Majcen sam u razdoblju 1913.—1917. uredio prvih deset, a od ovih 
u razdoblju 1914.—1920. prvih četrnaest svezaka. »Izvješćima« je cilj, 
da na stranim jezicima donose kratke sadržaje rasprava spomenutog 
razreda Akademije, da bi i vanjski naučni svijet mogao upoznati rezul- 
tate znanstvenih nastojanja u Hrvatskoj. 

S matematičarima-geometrima u inozemstvu podržavao je Majcen 
brojne veze i s mnogima od njih dopisivao, a s nekojima bio i u pri- 
jateljskim odnosima. Među osobito drage prijatelje njegove idu — po 
mom sjećanju — Jan de Vries iz Amsterdama, Gino Loria iz Genove i 
Jan Sobotka iz Praga; a i prerano i tragično umrli Ernesto Cesaro iz 
Napulja bio je velika simpatija Majcenova. Sva ta svoja razgranata 
poznanstva sklopio je Majcen uglavnom na internacionalnim kongresima 
matematičara, u Heidelbergu kolovoza god. 1904. i u Rimu travnja 1908. 
(na onom u Cambridgeu 1912. nije sudjelovao). Prije kongresa u Heidel- 
bergu proveo je dio ljetnog semestra u Parizu, gdje je došao u vezu sa 
velikim Darbouxom, što međutim nije imalo utjecaja na Majcenova 
istraživanja, budući da je Majcen po svojoj biti bio sintetičar, dok je 
Darboux velik baš po svojoj analitičkoj metodi. 

Kao naučni radnik stoji Majcen pred našim očima kao jedna 
snažna, masivna pojava, ali je takav bio i kao čovjek. Već vanjštinom 
impozantan i skladan, bio je i duhom superioran. Duhovit, u načinu 
izražavanja često aforističan i sentenciozan, pronicav i pun ideja, sa 
izvjesnom dozom humora, bio je vrlo ugodan subesjednik, ali je po 
svemu tome bio i jedna osebujna narav, koja nije trpjela, da joj se 
oponira, gdje bi bilo i mjesta tome. U takvom je slučaju znao biti 
silno ofenzivan, ironičan, pa i sarkastičan. Ali uvijek uz neki osmijeh, 
koji je protivnika razoružavao. U službenim odnosima bio je izvanredno 
pedantan i strog, često možda i preštrog, sigurno zbog toga što je i 
sam sebi propisao u načinu rada i življenja neumoljivu disciplinu. Što 
je jednom zasnovao, to je i provodio upravo čeličnom energijom i 
ustrajnošću, pak je zato zahtijevao to i od drugih bez obzira da li su 
ti za to i sposobni. Nastup mu je bio vrlo samosvijestan i prodoran‘). 


5) Samo jedan primjer: Svaka njegova intervencija kod vlade zbog 
posebnih dotacija za novo (vladinim rješenjem od 23. XII. 1911.) osno- 
vani Geometrijski seminar imala je uspjeha. Tako je znao ishoditi svote 
od 100, 200, pa jednom čak i 1000 kruna za nabavu knjiga, modela, 
crtaćih potrebština i dr. A s druge strane, kao kontrast, trebalo je 
vidjeti Majcena s kakvom je nježnošću i brižljivošću znao donijeti neku 
novo nabavljenu knjigu ili predmet, da se uvede u inventar seminara 
i spremi u ormar, koji je tada predstavljao spremište za sve: knjižnicu, 
zbirku modela, crtaće daske, administrativni arhiv i t. d. 
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Živio je u vrlo dobrim materijalnim prilikama, u sretnom i skladnom 


ob 


iteljskom krugu, voljen i obožavan od svih. 
Pojava je Majcenova za hrvatsku nauku krupna i veoma značajna, 


i njegova je prerana smrt bila i ostaje teški gubitak za tu nauku. Častan 
lik toga neumornog znanstvenog pregaoca živi još uvijek u svima nama, 
koji smo imali sreću, da slušamo njegovu živu riječ i gledamo njegov 
neobični radni polet. A za mlađe generacije naših naučnih radnika na 
polju geometrije neka on bude primjerom, kako treba voljeti svoju 
struku i svim silama ju unapređivati. 


ee) 


Naučni radovi dra Jurja Majcena 
1898: 


. Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Ellipse mit 


Zuhilfenahme der kotierten Projektion, Zeitschr. f. d. Realschulwe- 
sen, Wien. 
1899: 


. O nekojim projektivnim svojstvima paraboličnog cilindroida, Zagreb. 
. Prilog konstruktivnoj teoriji hiperbole, Rad 139. 
. O normalama istostrane hiperbole, Rad 141. 


1900: 


. O osobitoj ravnocrtnoj plohi 3. reda u linearnom kompleksu, Rad 


143. 


. O posrednim proizvodima perspektivnih nizova točaka, Rad 148. 
. Ein Beitrag zur projektiven Behandlung der Zentralprojektion, Hoffm. 


Zeitschr. fir math. u. naturw. Unt., Leipzig, Bd. XXXI. 
1901: 


. O snošajima osobite ravnocrtne plohe 3. reda prema ništičnom su- 


stavu, Rad 147. 


. Uber einige Beziehungen der allgemeinen Hyperbel zur gleichsei- 


tigen, Hoffm, Zeitschr. f. math. u. naturw. Unt., Leipzig, Bd. XXXII. 


. Sur quelques constructions nouvelles de la parabole, L’Enseign. 


mathém., Geneve, T. III. 


. Uber eine einfache konstruktive Ermittelung der zyklischen Ebenen 


fiir Kegel und Zylinder, Archiv der Math. und Phys., Leipzig, III. 
R., Bd. II. 


. Uber gewisse Scharen homothetischer Kegelschnitte in der Drei- 


ecksgeometrie, Archiv d. Math. und Phys., Leipzig, III. R., Bd. IV. 
1902: 


. O nekojim vlastitostima Duporcq-ove sjekotine stošca, Rad 149. 
. O novoj vrsti kvadratskih transformacija, Rad 1951. 


. Dva osobita pravca u geometriji trokuta, Rad 151. 
1903: 


. O jednoj posebnoj vrsti kubičnoga kompleksa, Rad 155. 


. Neue Beitrage zur Dreiecksgeometrie, Archiv d. Math. und Phys., 
Leipzig, III. R., Bd. IV. 

. Sur quelques rapports entre les triangles et les coniques. Nouvelles 
annales des Mathématiques, Paris, IV. sér., fasc. 3. 


1904: 
. O jednoj cirkularnoj kubičnoj elipsi i njezinoj projekciji, Rad 158. 
. O jednoj grupi ploha lihoga reda, napose o plohi 5. reda, Rad 159. 
. Uber die Reliefprojektion des Kreises, Monatshefte d. Math. u. 
Phys., Wien, Bd. XV. 
. Sur les pentagones orthocentriques, Mathesis, Liége, t. 4. 
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JD, 
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JA, 


BM 


36, 


ST, 
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BIR 


AN) 


41, 


42, 


43, 


4A, 
Ab, 


1905: 

Nučin za preslikavanje općene plohe 3, reda na plohu 2, reda, Rad 
161, 

Détermination des axes dune hyperbole dont deux dinmeétres con. 
jugués sont donnés, L'inaelgn, mathém,, Geneve, T. VII, 

Kine neve Erzeugungsart fir verachiedene typisehe Formen der 
Wliche 3, Ordn,, Juhresber, d, d. Mathem, Vereinigung, Leipzig, Bad, 
XIV. 


1906; 
Prilog centralnoj projekelji prostora sa 4 dimenzije, Rad 165, 
O kubičnoj hiperboll, Rad 165, 


1907: 
Slntetička latraživanja prostorne krivulje 5, reda 2, vrste, Rad 171, 
Iinige Siitze Uber die riiumllehe Hyperbel, Arehiv d, Math, u. Phys, 
Leipzig, NI RR, Bd, XIII, 
Sur les projections deu droltes perpendiculaines, L’enselynement 
muth6m., Geneve, 'T, TX, 


1908: 
Prostorne krivulje na općenoj plobi 3, reda, Rad 175, 
Ober eine Abbildung der allgomeinen Fliche 8, Ordn, und einige 
darnus abgeleitete Kigensehatten der ratlonalen ebenen Kurven 3 
und 4, Ordn,, Bitzungub, der Al, Wien, Bd, CVIT, 


THON: 
Prilog centralnoj projekelji elipsolda, Rad 177, 


1910: 
"Temelji hipoteza 1 matematičkih metoda za geometriju prostora s 
4 dimenzije i više njih, Read 181, 
Izvadak iz te rasprave bio je predmetom govora na svečanoj sjed- 
nici Akademije god, 1910, 
fin Satz ber die ebanen Kurven 4, Ordn, mit einer Spitze 2, Art, 
Sitzungaberichte der Akad, Wien, Bad, CXITX, 
Ober die rationale Kurve 4, Ordn, mit Spitzen von der 1, und 2, 
Art, Sitzungaber, der Aknd, Wien, Bd, CXIX, 


11d: 
Krivubje 4, rodu u ravnini sa šiljkom 11, vrste 1 s defeletom 1, Rad 185, 
Prostorne krivulje 3, 4 4, peda u savezi a općenom površinom 3, reda, 
Nad 188, 
Upotreba prostora sa četiri dimenzije za rješenje Jednoga općenoga 
problema u običnom prostoru, Kr, srpska akad, nauka, Beograd, 
Une econstruetlon de Vhyperbole comme Iieu de points et comme 


enveloppe, L'inselgn, mathém,, Genove, T, XII, 


Ober eine Methode zur Behandlung gewisser ebener metrischer Pro» 
bleme, Monatsh, far Math, u Phys, Wien, Bd, XXII 

On quartic curves of detielency vero with a rhomphold cusp and 
a node, Veral, IKoninkl, Akad, van Wettenseh, Amsterdam, January 
1611, 

Uber die Kurve 4, Ordn, mit einer Spiitze 2 Art und einem einfachen 
Wendeknoten, Kr, Ceska Spoleénoat nauk, Prag (dinner), 


1912; 
O strikeiono} niji opéenih vitoperih površina, Rad 190, 
Geometričko određenje strikelone linije općenoga hiperboloida, RBeo- 
grud, Glas Akad, Nauka, av, LXXXVIT, 


46. 


54. 


55, 


59. 
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Die Flache 4. Ordn. mit einer Doppelgeraden und eine besondere 
lineare Mannigfaltigkeit von Flachen 2, Ordn., Sitzungsb, der Akad. 
der Wiss., Wien, CXXI. 


. Zur Darstellung des Drehungsellipsoids in Parallelperspektive, 


Schlémilch’s Zeitschr, fiir Math. u. Phys., Leipzig, Bd, 60, 


1913: 
O jednom projektivnom izvođenju općene površine 4, reda, Rad 195. 


1914: 


. Nekoliko invarijantnih relacija za prostorne krivulje 4, reda I. vrste 


sa šiljkom, Rad 202. 
Izvadak u Bulletinu, sv. 2 (1914), 


. O prostornoj krivulji 4. reda I. vrste s dvostrukom točkom, Rad 204. 
. Način za određenje obadviju zakrivljenosti u dvostrukoj točki opće- 


ne algebarske krivulje, Rad 204. 


. Sulle generazioni proiettive di ambedue le specie di quartiche gobbe, 


Giornale di matem, di Battaglini, Napoli, t. LII. 
1915: 


. Prilozi za centralnu projekciju linearnoga kompleksa i za uporabe 


u grafičkoj statici, Rad 208. 

Izvadak u Bulletinu, sv. 4 (1915), 

Prostorni sistem od pet sila, koje su u ravnoteži, Rad 210. 

Izvadak u Bulletinu, sv. 5 (1916). 

Uréovanj rovnovachy užitim centralni projekce line4rniho komplexu, 
Rospr. česke Akademie pro védy, slovesnost a uméni, Prag, 
Izvadak u Bulletinu češke Akad, (1915). 


1916: 


. Osni kompleks ništičnoga sustava i sistemi sila u prostoru, Rad 213. 


Izvadak u Bulletinu, sv. 6—7 (1917). 
1919: 


. Prilog geometrijskom određenju projektivne srodnosti, Rad 221. 


Izvadak u Bulletinu, sv. 11—12 (1919). 
1922: 


. Projektivni način za istraživanje krivulja, koje su metrički defini- 


rane, Kr. srpska Akad. nauka, Beograd, ' 
Užiti Boškovićovy transformace na rotačni plochy 3, stupnč, Ročnik 
XXXI, Prag. 
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William Feller: 


AN INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY 
AND ITS APPLICATIONS 


Volume 1. John Wiley & Sons, New York 1950. str. 419. 


Pisac ove knjige je naS zemljak Dr. Vilko Feller, roden godine 
1906. u Zagrebu. Feller je studirao matematiku na zagrebačkom sveuči- 
lištu od godine 1923. do 1925., a od godine 1925, do 1926. na sveučilištu 
u Gottingenu, gdje je godine 1926. i promovirao. Poslije toga radio je 
na sveučilištu u Gočottingenu, Kielu, Kopenhagenu i Stockholmu. Godine 
1939. Feller se preselio u Sjedinjene Američke Države, gdje radi naj- 
prije u Providence na Brown University. 1945. postao je profesor na 
Cornell University u mjestu Ithaca, dok je od školske godine 1950/51 
profesor na Princeton University u Princetonu. Fellerovo glavno po- 
dručje rada je teorija vjerojatnosti i ova knjiga je u neku ruku rezultat 
tog dugogodišnjeg piščevog rada u tom području. Za sada je izašao 
samo prvi svezak ovog djela, u kojem se obrađuju diskretne vjerojat- 
nosti, dok će drugi svezak — za koji se nadamo, da će skoro slijediti — 
obrađivati kontinuirane vjerojatnosti. 

U knjizi se prikazuje teorija vjerojatnosti isključivo kao matema- 
tička teorija. Polazi se dakle od aksiomatike, koju zahvaljujemo Kol- 
mogorovu. Taj način prikazivanja i izgrađivanja te matematičke teorije 
Feller je dosljedno proveo, kod čega je izbjegavao svaki nematematički 
pojam odnosno svako filozofsko tumačenje vjerojatnosti i zakona o njoj. 
U 419 stranica ove knjige obrađuju se osnovi teorije vjerojatnosti i 
kombinatorike. Posebno se obrađuje binomna i Poissonova razdioba, te 
zakoni velikih brojeva. Naročito su zanimljiva poglavlja o slučajnim 
varijablama i funkcijama iz kojih se izvode sljedovi (generating func- 
tions). Posebna poglavlja posvećena su rekurentnim događajima i pro- 
blemu sloma igrača, koji se može dovesti u vezu s pojavama kod 
Brownovog gibanja. Na kraju knjige prikazani su znameniti Markovljevi 
lanci i stohastički procesi, koji su vremenski zavisni. 

Knjiga je pisana bogatim stilom i protkana brojnim primjerima iz 
igara, fizike, kemije, tehnike te uopće iz prakse, pa se tako dobiva 
jasna predodžba o vanrednoj važnosti i uporabivosti teorije vjerojat- 
nosti. U knjizi se očituje ne samo piščevo suvereno poznavanje problema 
igara na sreću, već još više dobro poznavanje moderne, naročito atom- 
ske, fizike, ali i potreba industrijske prakse. Knjiga sadrži i 340 zada- 
taka za vježbu s rješenjima, a gdje je to potrebno, i upute za rješa- 
vanje, čime knjiga dobiva svoje posebno značenje kao udžbenik. 

Ova knjiga stvarno je udžbenik za studente, koji žele naučiti 
teoriju vjerojatnosti, no ona je i dragocjeno pomagalo za svakog onoga, 
koji se želi udubiti u probleme vjerojatnosti. Moglo bi se reći, da se 
u ovoj knjizi nalazi gotovo sva moderna problematika, ukoliko se ona 
odnosi na diskretne vjerojatnosti. U tom je pogledu ovo djelo u neku 
ruku riznica u kojoj nalazimo mnoštvo problema, koji danas zanimaju 
matematičare u ovoj grani nauke. Zbog toga je ova knjiga za čitaoca 
vodič, koji ga upućuje, koji su problemi danas aktuelni i gdje su još 
otvorena vrata za daljnja otkrića. Pisac nam ujedno pokazuje, koliko 
je i sam pridonio rješavanju pojedinih pitanja. Time knjiga postaje 
više od običnog udžbenika. Ona je ujedno dokument piščevog stvara- 
laštva. Smatram stoga, da će ovo zaista odlično djelo našeg zemljaka 
biti od velike koristi svima onima, koji žele da se upute u teoriju 
vjerojatnosti. Uz to želimo, da što prije izađe i drugi dio ove knjige 
i da tako dobijemo mogućnost proučavanja teorije vjerojatnosti u cije- 
losti na način, kako je u ovoj prvoj knjizi započeto. 

Dr. Vladimir Vranić 
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IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


25) 4. X. 1950. Prof. R. Vernić: Sundmanovo rješenje problema 
3 tijela. 

Povodom godišnjice smrti finskog matematičara i astronoma 
Karla Frithjofa Sundmana (28. IX. 1949.) referent je historijski i 
kritički prikazao razvoj problema sudara i regularizacije sudara 
triju tijela: od T. N. Thielea i P. Painlevća, preko T, Levi-Civite, 
G. Bisconcinija, G. Birkhoffa i ostalih do Sundmanove regulari- 
zacije sudara dvaju od tri tijela (binarni sudar) 1912., odn. Sund- 
manove analize asimptotskih konfiguracija kod sudara svih triju 
tijela (ternarni sudar) 1907. Dani su i: novi izvod za t. zv. Thieleov 
teorem, za specijalnu transformaciju Birkhoffa u restringiranom 
problemu i ukazano je na osobite odnose za periodičke staze u 
restringiranom problemu triju tijela u mirnom koordinatnom su- 
stavu. Dana je kritika rada G. H. Blocka i kasnijih autora. Na 
kraju prikazao je referent neke rezultate svojih istraživanja u 
tom problemu: egzistencija ,analitičke prolongacije gibanja i u 
ternarnom sudaru; regularizacija tog sudara na beskonačno mnogo 
načina; opća regularizacija ma kakova sudara na beskonačno mnogo 
načina i s tim u vezi suština problema sa stanovišta teorije funk- 
cija. Na kraju je Blockov slučaj diskutiran kao slučaj »prostog 
pada iz beskonačnosti« uz ukupnu energiju nula. 


26) 11. X. 1950. Stručno-pedagoško veče: 
Prof. G. Šindler: Pokus u nastavi fizike 
(s demonstracijama). 


27) 18. X. 1950. Ing. N. Abakumov: Utjecaj Zagrebačke Gore na 
smjer težišnice Astronomskog paviljona u Maksi- 
miru. 


Predavač je svoje predavanje otpočeo tvrdnjom, da veoma 
malo ljudi zna na kakve poteškoće nailaze geodeti pri stvaranju 
karte. Nakon kratkog historijskog pregleda on je na jednom kon- 
kretnom primjeru ilustrirao te poteškoće. Nizom astronomsko- 
geodetskih radova bio je određen otklon težišnice na točki centar 
stupa pasažnog instrumenta Astronomskog paviljona Tehničkog 
fakulteta. Da bi izračunali ovaj otklon treba smatrati, da srednja 
gustoća Zagrebačke Gore iznosi 3,81. 

Predavač je upozorio, da se pri određivanju Laplaceovih točaka 
mora uvijek imati na umu, da azimut strane triangulacije ne može 
nikad biti ravnopravan ostalim koordinatama: geografskoj širini i 
geografskoj duljini. 
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MA 25. X. 1950. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 


a) Prof. J. Mokrović: Assamski potres 15. VIII. 
1950., 

b) Dr. L. Randić: Dojmovi iz Engleske, 

c) Dr. S. Bilinski: Generalizacija jednog Mon- 
geovog teorema. 


29) 8. XI. 1950. Stručno-pedagoško veče: 


Prof. S. Škreblin: O određivanju dužine periode 
periodskih razlomaka. 


30) 15. XI. 1950. Dr. J. Justinijanović: Konstrukcija krivulja 2. 
stupnja s imaginarnim odredbenim elementima, a 
uz pripomoć prostornih relacija. 


U predavanju je bilo prikazano, kako se neki planimetrijski 
problemi s realnim odredbenim elementima mogu riješiti pomoću 
prostornih relacija, zatim kako se krivulje 2. stupnja, koje među 
svojim odredbenim elementima imaju par konjugiranih imaginar- 
nih točaka ili par konjugiranih imaginarnih tangenata, mogu kon- 
struirati pomoću prostornih relacija primjenom normalne i central- 
ne metode projiciranja. 


31) 22. XI. 1950. Dr. V. Niče: Plohe izotropnih izvodnica u kon- 
gruencijama prvoga reda. 


Svakom točkom temeljne krivulje kongruencije bisekanata 
kubne čunjosječnice (1. reda 3. razreda) prolazi oo! realnih i 
co? parova konjugirano imaginarnih zraka te kongruencije, a sve 
one čine stožac 2. reda. Svakom takvom točkom prolaze prema 
tome 2 para izotropnih zraka te kongruencije, a sve izotropne zrake 
te (kongruencije čine neku pravčastu plohu. Ako imamo kon- 
gruenciju bisekanata b-tog reda neke prostorne krivulje n-tog 
reda, onda sve zrake te kongruencije, koje sijeku neku krivulju 


n (n— 
2 


pravčastu plohu čine sve one zrake kongruencije bisekanata kubne 
čunjosječnice, koje sijeku i apsolutnu kružnicu, dakle je ta ploha 
8. reda. Kubna čunjosječnica je 4-struka krivulja te plohe, a ne- 
izmjerno daleke zrake kongruencije su joj dvostruke izvodnice. 

U kongruenciji 1. reda 2. razreda čine izotropne zrake prav- 
častu plohu 6. reda. U linearnoj hiperboličkoj kongruenciji je takva 
ploha 4. reda VII. vrste, dok je u linearnoj paraboličkoj kongruen- 
ciji ona 4. reda VIII. vrste. U eliptičkoj linearnoj kongruenciji ne 
postoji takva ploha, jer u njoj nema izotropnih zraka. 


p-tog reda, čine pravčastu plohu p (0-+ Ea - tog reda. Našu 
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32) 6. XII. 1950. Ing. M. Hegedušić: Odnos masa u nuklearnim pro- 
cesima i sastav nukleona. 


Predavač je iznio svoje gledište o kvantnoj strukturi prostora 
i vremena i utvrdio najmanju dimenziju prostora. Odredio je naj- 
veću masu, koja zauzima kvant prostora — neutron. Masom se mogu 
Prikazati svi nuklearni procesi. Postoji određeni zakoniti proces 
pretvorbe atomskih jezgra. Pretvorba neutron-proton i obratno daje 
najmanji mezon: neutrino-mezon. To se odigrava i u jezgrama i 
izvan njih. Analiziran je faktor valno-mehaničke jednadžbe i upo- 
zoreno na pogrešku (po mišljenju predavača) u Yukavinoj pretpo- 
stavci. Iz integrala jednadžbe može se doći do pravog rješenja 
drukčijim putem analize značenja ovog faktora. Dobivamo odatle 
formulu mezona u=k,n? gdje je k, masa neutrino-mezona, a 
n je niz cijelih brojeva. Ovi mezoni su zapravo sastavni dijelovi 
nukleona. 

Svi navedeni rezultati mogu se potvrditi i dokazati na temelju 
teorema o bezdimenzionalnim odnosima. Iz temeljnih kvantnih 
veličina sastavio je predavač 4 takva temeljna odnosa. Prvi tri su 
poznati stavci odnosa protona, neutrona i elektrona, a četvrti daje 
odnose mezona kao posrednika u nuklearnim procesima. 


33) 13. XII. 1950. Stručno-pedagoško veče: 


Prof. M. Lukšić: O ispravcima matematičkih 
zadaća. 


34) 20. XII. 1950. Dr. I. Supek: Pedeset godina od postanka kvantne 
teorije. 


Predavač opisuje teškoće, u koje je zapala klasična teorija 
zračenja i rješenje, koje je dao Max Planck 1900. god. na osnovu 
posve nove ideje o diskontinuiranosti fizičkog zbivanja. Zatim je 
prikazao, istaknuvši Einsteinovu korpuskularnu teoriju svjetlosti, 
daljnji razvoj kvantne teorije u dva smjera: mehanika matrica, 
koja polazi od slike atoma kao planetnog sistema i principa kore- 
spondencije (N. Bohr 1913. god., W. Heisenberg 1925. god.) i valna 
mehanika, koja polazi od slike čestice kao valova (de Broglie 1924. 
‘god., E. Schrčdinger 1926. god.), koje su matematički identičke. 
Ističe zatim vezu s principom relativnosti (objašnjenje spina). Pre- 
davanje završava s kratkim izlaganjem osnova kvantne teorije 
valnih polja i njezine najvažnije zadaće, da objasni opstanak i 
različitost elementarnih korpuskula s jednog jedinstvenog gledišta. 


35) 27. XII. 1950. Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 


a) Prof. S. Škreblin: Neke manje poznate relacije 
o trokutu, 

b) Prof. M. Vučkić: Poncelet i teorija najbolje 
aproksimacije. 
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PRVO SAVJETOVANJE MATEMATIČARA I FIZIČARA NR SRBIJE 


Matematičari i fizičari NR Srbije održali su svoje prvo Savjetovanje 
od 24.—26. studenog 1950. godine u Beogradu. Na njemu je sudjelovalo 
oko tri stotine učesnika, među njima i delegati matematičara i fizičara 
iz drugih narodnih republika. NR Hrvatsku zastupali su dr. S. Bilinski, 
dr. Z. Janković i prof. G. Šindler. 

Svrha Savjetovanja je bila, da se obuhvati nastavna i naučno- 
stručna problematika matematičko-fizičkih nauka u NR Srbiji, da se 
dade pregled dosadanjih nastojanja, kao i da se ukaže na njezine per- 
spektive. Srž Savjetovanja sačinjavali su u tom smislu sastavljeni 
referati, koji su ujedno činili osnovu žive, plodne i uspješne diskusije, 
koja se na njih nadovezala. Bili su održani sljedeći referati; a 


Prof. Vl. Stajić — pred. Đ. Basarić: 

O nastavi matematike i fizike u srednjim školama (24. XI.) 

Dr. R. Kašanin — Dr. D. Jovanović — I. Atanasijević: 

O nastavi matematike, fizike i astronomije na univerzitetu i višim 
školama (25. XI.) 

Dr. T. Pejović — Dr. D. Jovanović: 

O razvitku i stanju matematike i fizike u NR Srbiji (25. XL). 


Posljednjeg dana Savjetovanja (26. XI.) održana je Godišnja skup- 
Stina Društva matematičara i fizičara NR Srbije. U preglednom i iscrp- 
nom tajničkom izvještaju M. Rašajski je dao potpunu i zaokruženu sliku 
o svestranom i plodnom radu Društva, a naročito o nastojanjima na 
nastavnom području. Novo izabranom upravnom odboru ponovno je na 
čelu predsjednik prof. Dr. T. Pejović. Rad Savjetovanja sažet je u »Za- 
ključcima«, koji su, nakon biranja novog odbora, pročitani na završetku 
ovog sastanka. : 

Mišljenja smo, da je ovo Savjetovanje bilo vrlo korisno, jer je 
svaki učesnik ponio mnogo korisnih zapažanja i pobuda, koje će sigurno 
nastojati primijeniti i iskoristiti na svojem vlastitom području rada. 
To vrijedi i za delegate iz drugih narodnih republika, koji će mnoge 
sugestije i zapažanja sa ovog Savjetovanja primijeniti pri radu u svojim 
narodnim republikama. 

. Z. Janković 


PRIMLJENE PUBLIKACIJE 


U zamjenu za Glasnik Društvo je primilo ove publikacije: 
. Archives des sciences, V. 3, F. 1 (1950), Geneve, 
. Arkiv fér Fysik, B. 1, H. 4—6, (1950) Stokholm, 
Astronomischer Jahresbericht, B. 48 (1950), Heidelberg, 
Bilten na Društvoto na matematičarite i fizičarite N. R. Makedo- 
nija, T. I, (1950), 
. Bulletin de la Société royale des sciences de Liege, N. 1, 2 (1950), 
. Bulletino della Unione matematica italiana, N. 1, 2 (1950), 
. Colloquium Mathematicum, II. 1 (1949), Wroclaw, 
. Časopis pro péstovani matematiky a fisiky, rot. 75., Gis: 2 (1950), 
Praha, 


Pw De 


onan 
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9. Duke Mathematical Journal, V. 17, n. 1, (1950), Durham, N. C., 

10. The Mathematical Gazetta, V. 34. n. 308. (1950), London, 

11. Mathematical Reviews, V. 10, n. 10, 11, V. 11, n. 1, 2 (1949—1950), 

12. Osaka Mathematical Journal, V. 1, n. 2, (1949), 

13. Rasprave, knj. III, (1947), Akademija znanosti in umetnosti v 
Ljubljani, 

14. Rendiconti d. Acc, naz. dei Lincei, V. VIII, f. 3, (1950), Roma, 

15. Rozhledy matematicko-prirodovédecké, rcš. 29, č. 3, (1949), Praha, 

16. Vestnik Društva mat. i fiz. N. R. Srbije, T. I. n. 1, 2, (1949), Beograd. 


Knjige: 


17. G. Birkhoff: A Survey of modern Algebra, New York, 1949, 
(poklon M. Vujnović), 

18. M. Samec: Kemične študije, Akad. zn. in um. Ljubljana (1947), 

19. I. Vidav: Kleinovi teoremi v teoriji linearnih dif. ednačb, Akad. 
zn. in um., Ljubljana (1941), 

20. M. Vidmar: Električne veleprenosne proge v svetlobi telegrafske 
enačbe, Akad. zn. in um. Ljubljana (1947), 

21. M. Vidmar: Aluminij v električnih prenosnih prugah, Akad. zn. 
in um. Ljubljana (1947). 


RJEŠENJA ZADATAKA 
104, 105, 106, 107, 108, 110, 112, 119, 140*. 


104. Neka se riješi diferencijalna jednadžba 
y"sinx — y'cosx = cos?a 
Zadatak dostavio S. Škreblin; riješili: I. Babić-Gjalski, Zagreb; 
B. Pop, Skoplje; D. Blanuša, Zagreb; D. Skoko, uč., Duga Resa; M. 
Živković, Vršac i J. Moser, Osijek. 


Većina rješava zadatak tako, što spoznaje da se lijeva strana 


zadane jednadžbe podudara sa brojnikom derivacije od or 
Zato je 

‘ ti al 

( as ) zese= —— —1 
sin x sin-x 

A =—ctgx—at+C 
odakle a. g A 
ili y’ —=— cos x — (x —C,) sin x i najzad 


y =— 2sinx + (x — Cj) cosx + Cy. 


J. Moser se služi supstitucijom y—f (cos x) i dobiva 


cos? 


f* (cosx) = 


S , 
sin® x 


odakle odmah dolazi do gornjeg rjeSenja. 
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105. Dokaži: Ako je F(x, y) cijela racionalna funkcija n-toga 
stupnja dviju varijabla x, y (t. j. polinom n-toga stupnja), onda je 
polinom 


® (x,y) = nF (F,, F,— F.,) —(n—1) (FF, >2F.F,F,+F,F..) 


y © x 
najviše (3n—6)-toga stupnja, premda pojedini članovi mogu biti 
(3n—4)-toga stupnja. 
Zadatak je dostavio D. Blanuša, Zagreb. Riješio ga je F. Ne- 
dčla, Zagreb. 
Dajemo dokaz, u kojemu je u bitnosti sadržan Nedčlin postu- 
pak. Vidi se lako, da je 
nlo — 2) ša(m=>1nE (n= DE; 
(n—1) @= (n — 1) F, F F 


xx xy 
(n—1)F, re F,, 


Stavljamo F—A-+B+C, gdje je A zbroj članova n-toga 
stupnja, B zbroj članova (n—1)-toga stupnja, a C zbroj ostalih čla- 
nova, dakle polinom najviše (n—2)-toga stupnja. A i B su homogene 
funkcije, za koje po Eulerovu teoremu vrijedi 

nA=xA,+yA,, (n—1) B=xB,+yB,, 
dakle na pr.. 
nB—xB,—yB,=B-5(n— 1) BR 28, yh, B.. 
Analogno vrijedi 
(n—1) A, =xA,,+yA,,, 
(n — 1) A, = xA,, +y¥A 
dakle na pr. 
(n — 1) Be RO a mi ba (nw — 2) BB, — 4B — Vb, = Bes 


@—2) BL =2B,. + xB, 3 


an (n — 2) B, = xB,, + yByy S 


Odbijemo li u determinanti od 1. retka sa x pomnoženi 2. 
redak i sa y pomnoženi 2. redak, elementi 1. retka će postati po redu: 


(n—1) (ni — 2k, ob) (n — 1) (nA —xA,—yA, + nB— 
eee OPK ci WG — Ger yC,) =(n—1) (B+ Darja 
Gp WD) == at Dy GD) a AS Asa (=== 
ab, ay Be ee) Os 6 — ii Goes We EP a OMS 
i analogno ; 
(n — 1) et 3 PO gl P% = B, sa line 


o 


gdje su P, Q, R polinomi, kojima indeks označuje, kojega su maj- 
više stupnja. 
Determinanta dakle glasi 


(n 1) (Bop Paes) (Bers 0B ahs 


(n—1) = (n—1) F, le Fe, . 
(n—1) F, Py His 


221 


Odbijemo li od prvoga stupca sa x pomnoženi 2. stupac i sa y 
pomnoženi 3. stupac, elementi 1. stupca postat će po redu 
(n—DBFPM_)—=(B.+0Q0_9)—y(B,+R,_) = 
iin ol) Bek — 9B, tS, = S 
(01) F,—2F,,—yF,, = B,+ 0,3, 


n—2 n—2 > 


(a—1) FL —=2F,—F,, = B, + Rag. 


Vidimo, da su sada svi elementi determinante najviše (n—2)- 
toga stupnja, dakle čitava determinanta najviše (8n—6)-toga stup- 
nja, što je i trebalo dokazati. 

Nedčla također upotrebljava Eulerov teorem o homogenim 


funkcijama, ali se ne služi determinantama, pa mu je stoga račun 
manje pregledan. 


106. Za pravilni n-kut sa stranicom a izračunaj: 


a) produkt udaljenosti svih vrhova od polovišta spojnice jed- 
nog vrha i središta opisane kružnice; 

b) produkt svih dijagonala, koje izlaze iz jednog vrha. 

U oba slučaja treba rezultat biti izražen pomoću konačnog 
broja elementarnih operacija (zbrajanje, odbijanje, množenje, dije- 
ljenje, potenciranje i radiciranje), i to tako :da taj broj ne ovisi 
o broju n. 

Zadatak dostavio D. Blanuša, Zagreb. Zadatak pod b) riješio 
je M. Živković, Vršac. Evo njegova izvoda: 

 Obeležimo: sa A,, A,, A,,..., A, temena mnogougla; sa d,, 
d,,..., d,—3 dijagonale koje polaze iz temena Ak A) sa a 
uglove koje grade dijagonale između sebe i sa stranicama AA 
A,A,. (Svi su ovi uglovi jednaki između sebe kao periferni uglo- 
vi nad jednakim tetivama; iz istog razloga je i SAA A = 
AAA = ~ A, A, A,.) 

Iz A AAA, sledi proporcija A, A,: A, A, =sin2a:sina 
ili d,:a=sin2a:sina, odakle je 

sin 2 a 
di =a ITE 3 = 

Iz A A, A, A; sledi proporcija: A, A, : A Ag == Sin. so. snio Ws 

d,:a=sin3a:sina, odakle je 


a E: nee 
= 


sin & 
Uopšte, iz A A,A,Ai42 sledi ova proporcija A,Aiy» :A,A, = 
=sinia:sina ili d;_; :a=sinia:sina, odakle je 
Sini a 


d. =a — 
i sin a 
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pri čenu je i==2,3,..... ,n—2. Zato je traženi proizvod 
n—2 5 n—2 
a 
ž = ————— sinia . 
I Ja: Tel | : 
i=2 i=2 


Pošto je ZA, A, A, =(n—2) a, odnosno m , to jea=—a/n 
n 


n—2 n—2 


4 n—3 TE 
pa je IB == [|] eis. 
i—1““ (gin a)n—3 sa ea 
ass 7 t= 
mel 
Kako je pak 21-1. I] dini ese (1) 
io je odavde 
n—2 
a EU n n 
[ [=i t= m GE Tem 
s=7 27—1 sin— +: sin 2?—1 gin? — 
n n n 
Stoga je konačno 
n—2 
malat“ 
Il aka z\n—1 
i= (2 sin - ) 
n 


Primjećujemo, da se upotrebljena formula (1) može izvesti na pr. 
ovako: 


2 
Označimo li sa = sv 


n-ti korijen jedinice, bit će 1, €, £,..., €"—' korijeni jednadžbe 
x —1—0, i lijeva strana te jednadžbe rastavlja se u ove linearne 
faktore: : 

x — 1 = (x — 1) (x — €) (x — &”)... (x — €*—!). 


. go 
Označimo li =e'n, dakle e= 7? 


i pišemo li y? mjesto x, dobivamo 


= (9? — 9) (2 — 9) G2— 19)... (2 — n2n—2), 
ye — 1 
Izluči li se iz svakoga faktora (—1) i podijeli sa 


n(n—1) To 
Našem a 7] 5) ovo ea Dea 


isa y™—!, izlazi 


ay (= 1) a a) ee ee 
i lida gl bs a Be) 


n=ly>I—n—eti = =i 
Ree 7 M jaa Ži Ži 


q*—ly—l—qn—n+ly 
Ži 
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Odabravši y==e—“* i uvrstivši vrijednost za y dobivamo 


sin (NP) on (o +7) sin (7+ ==) sin (p + S= 2) 


sin 0 


Granični prijelaz o —> 0 daje traženu relaciju. Ova se formula 
uostalom može izvesti i u realnom području, ali je ovako pre- 
glednije. 

Da se riješi zadatak pod a), uzet ćemo mjesto polovišta spojnice 
jednog vrha i središta opisane kružnice općenitije bilo koju točku 
M u ravnini izuzevši vrhove poligona. Neka je središte poligona 
u ishodištu ravnine kompleksnih brojeva, a polumjer opisane kru- 
žnice neka je o. Vrh A, neka je u točki 0, a ostali vrhovi A,,... 
A,—: bit će u točkama 


? 


2a . 20 . 20 
Gre ga. fe bea 
ili 0€£,08%,..., gar—1 , 


Točka M neka je re'?. Udaljenosti MA,,MA,,...,MA,-1 bit 
će po redu 
| re? — o|, | rei —ge|, |re'# — ge"|, ... ,| re’? — ge—))| . 


Njihov je produkt jednak apsolutnoj vrijednosti produkta ovih 
diferencija, dakle 


(Zes—a) (Ze —e) (= cv — 2°) ie (Zes—e-1) 
9 Q E g 


No taj se izraz dobiva, ako u 


P= o 


om (sr — 1) == 07 (4 — 1) (4 — 2) (4 — 8)... (xn — oF? —1) 
stavimo «= oo: 


Izlazi dakle 
| m 2 3 
(a) vas = 0 (2) eosnp —1| > ‘Aa sin? np == 
— (u Vlz)"-=(2) cosnp +1. (2) 


Ako je napose točka M u polovištu spojnice MA,, dakle r = : 


P=0 


== 0 azlazi 
P=ogvlil—2.2—"+2—2n =o(1—2—r).: 


a 


Zbog c= 


4.1926 
2 sin — 
n 


bit će dakle rezultat 


Si B 1 (L—2-").. 
TT 

asin 
n 
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Približava li se točka M vrhu A,, treba načiniti granični 
prijelaz. Podijelimo li (2) s udaljenošću MA, , izlazi 
pi usa 1. 
P ks Heri 


=== 0?—1 
MA, ree 
¢ 


a za p=0 i r—o dobivamo 


P aa tgs ag a tele 
ma, ° to dica 3 
2 sin — 
n 


Ovo je dakle produkt svih dijagonala, koje izlaze iz vrha A, 
i dviju njegovih susjednih stranica. Podijelimo li sa a?, dobivamo 
produkt samih dijagonala u skladu s prije izvedenom formulom. 
Zadatak pod b) je dakle granični slučaj poopćenog zadatka pod a). 


Vidi se, da se upotrebom kompleksnih brojeva ovakvi zadaci 
rješavaju vrlo spretno. 


10%. Zraka monohromatske svjetlosti prolazi kroz prizmu od 
flintovog stakla (indeks loma tog stakla za našu svjetlost n =1,61). 
Kut upadanja te zrake je takav, da prolazi kroz prizmu s kutom 
najmanje devijacije. Nakon prolaza kroz prizmu zraka pada na 
ravno zrcalo od kojeg se reflektira. 


a) Neka se nađe kut, koji zatvara ravno zrcalo sa simetralom 
prizme, ako se zahtjeva, da upadna zraka na prizmu i reflektirana 
zraka od zrcala zatvara kut od 90°! 

b) Kako ovisi nađeni kut pod a) o kutu prizme? 

c) Koliki je kut upadanja zrake na prizmu, ako je kut prizme 
600? 

Dostavio B. Markovic; ispravno rijesili D. Skoko, Duga Resa, 
Modie Dušan, Celje, I. Erdelji, Senta; djelomično rješio Dominik 
Alkalaj. 

Donosimo rješenje D. Skoka u cijelosti: 


Zraka dolazi iz izvora I (vidi sliku) . U točki A upada na 
prizmu i tu se lomi k okomici; dolazi do točke B, lomi se od 
okomice i upada u točki C na zrcalo, gdje se reflektira. Zadatak 
zahtjeva, da reflektirana zraka CE bude okomita na upadnoj 
zraci IA. 

Budući da zraka prolazi kroz prizmu tako, da je kut devi- 
jacije minimalan, znači da mora prolaziti simetrično, t. j. AB _| VO. 
Zrake pak IA i BC u svojim produženjima zbog simetrije sijeku se 
na osi prizme u točki O. 
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a) iz A OCE je 
Ze= 909-6 tye ro 


Š 


n= 909 — e = 900— 4594 9 = 4594 2 


Xx DOC=+ XAOB= > (180? — 5) = 90? — > 


iz \\ DCo je 


90° 2 + n + == 1800 


900 — > + 45) + 2 + @ = 1800 
= 459 


Kut, što ga zatvara ravno zrcalo sa simetralom prizme, iznosi 
p= 45°, 
b) Iz a) vidimo, da je p uvijek 45% bez obzira na veličinu kuta 
prizme. 
c) sna =1,61 sin 8 p= = 30° 
sin a4 1,61 sin 30% — 0,805 
G— 93 50830). 


Kut upadanja zrake na prizmu, ako je kut prizme 
y= 60 ižnosi @==53° 36” 38". 


Modic Dušan rješio je zadatak na drugi način, nadomjestivši 
prizmu zrcalom, koje je okomito na simetralu prizme u točki O. 
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108. a) Od n jednakih električnih otpora r načinjene su 2 
grupe. Prva se grupa sastoji od a paralelno spojenih otpora, a 
druga od b paralelno spojenih otpora (a+b =n). Paralelnim spa- 
janjem obiju grupa dobiva se otpor razgranjenja R, kojim neka teče 
struja i. Pomoću zadanih vrijednosti n, r, a, b, i neka se odredi 


a) otpor r, i struja i, za prvu grupu; 
P) otpor r, i struja 7, za drugu grupu; 
y) otpor razgranjenja R. 


b) Prva grupa neka se sastoji od a serijski spojenih otpora 7, 
a u drugoj grupi neka bude b otpora u takvom spoju. Paralelnim 
spajanjem ovih grupa izlazi otpor razgranjenja R, kojim teče struja 
i. Neka se odrede vrijednosti 7,, ij, To, i» Za pojedine grupe, te 
otpor razgranjenja R. 


av T 


c) Neka se izvede odgovarajući račun za 3 grupe sa a, b, c 
otpora u paralelnom spoju (a+b+c—n). Razgranjenje s otporom 
R čine paralelno vezane sve 3 grupe (1,1, ij; To; do; Ta» dg). 

d) Neka se izvede račun uz uvjet, da su u svakoj od triju 
grupa otpori r serijski vezani, a pojedine grupe su u međusobnom 
paralelnom spoju. 

Vrlo opsežno, sa 4 slike popraćeno, ispravno rješenje zadatka 
dao je B. Pop (Skopje). Radi pomanjkanja prostora iznosimo ovo 
rješenje u skraćenom obliku. 

a) Prvoj grupi pripada otpor r,=="/a, a drugoj r, =="7|/b. Iz 
toga slijedi r,/r, ==b/a, dakle i,li, ==a/b. , 

Uzmemo li u obzir uvjet 

ifn, (1) 
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dobivamo 
a a. . b 


y= —i=—1 is — kh 
a+b ASA + n 


Pomoéu poznate formule za otpor razgranjenja 


uk 1 1 
eset ts | 2) 
Ti To r 
dobivamo ke: 


b) Otpor za prvu grupu r,— ar, a za drugu Tr, = br. Iz toga 
slijedi r,/r,— a/b, i,li, =bla. 

Uzevši u obzir relacije (1), (2) izlazi 
b be : a ab 


=——i=—i b=—i R=—r. 
at+b Tipe g Fea n 


iy 
ce) U ovom je slučaju r,==7/a, r,=1/b, Ty = "le, 


r 


; 
i: eye ee 


Dalje slijedi 


nA PE 
mun pr Borat am 


: Iz moznmijera ty 4). == abc, 
izlazi 
(ea i i= == ig = —t 
n n n 

d) Ovdje vrijede relacije r,==ar, 1, =br, 1, =crT, pomoću 

kojih se dobiva 
abc 
R= _r 
ab +ac + bc 


Pomoću razmjera 
ih 1 


in tigt gp =: 2 a =beraviab, 
dobivamo redom 
be 
ab+ac+ be 


4 H ac , : ab 2 
L Ss, SS ee Lee 
: 2 3 ab+ac+ be 


pižs ab+ac+ be 

Opaska. Za ova 4 primjera razgranjenja struje može se lako 
načiniti fizikalni aparat, zgodan za datke vježbe, prema shemama 
u slikama 1, 2. U prvoj slici imamo paralelno, u drugoj serijsko 
vezanje. Dolazi ovdje 6 jednakih otpora r(n=6), tako da se u 
prvoj grani nalazi 1 otpor, u drugoj 2, u trećoj 3 otpora (a=1, 
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b=2, c=3). Uzmemo li na pr. kao otpor r cekas-žicu dužine 
90 cm, kod spoja prema sl. 1 imat ćemo 


n=un=r=90em, ry = —— = 45m, rs = gy = 30cm, R=15cm. 


2 

Dalje slijedi 
Tien 0432, 
tig Sig = L233, 


Eat a GE " i 
6’ PAS Sine 


Kako u sl. 2 dolazi serijsko vezanje otpora r = 90 cm, imat ćemo 


6 
rTi=r=90cm, r>=180em, rs =270cm, R= 7z °° 90 =49.cm; 


Ove relacije za struju mogu se ispitati mjeraćim instrumen- 
tom. Izlučenjem treće grane otpora dobiva se jednostavniji primjer 
razgranjenja. 


110. Neka se zadana duž A podeli u rduži aj, a,,...,a i 
obrazuje f(a,,a,,...,a,), gde je f homogena funkcija s-tog stupnja 
od Gi sey Oe Isti postupak kao s duzi A neka se ponovi s 
novim dužima a,, 09)... 0, itd, it. d. Saberu li se sve tako 
dobivene vrednosti f, dakle 1--r--r ++... članova, dobiće se 
beskonačan red. Pita se: kakva mora biti funkcija f, da taj red 
bude konvergentan i da mu suma ne zavisi od toga kako se poje- 
dine duži dele, pretpostavljajući samo. da deobene tačke budu gusto 
razasute po duži A. Nađi sumu reda. Dokaži napose, da za 1) r==/2, 
s=2 mora biti g(e,a)=e:0,0. 12) = 2 tS — Ora Onl 
j(a,,a)=c-.a,a,(a, --a,), gde je c bilo koja konstanta. 

Zadatak dostavio J. Karamata, Beograd. Riješio D. Blanuša, 
Zagreb. 

Pretpostavimo najprije, da dužinu A dijelimo u r jednakih 
dijelova i da nastale dužine opet dijelimo u po r jednakih dijelova. 
Označimo 

f(aa,..,a)=0(a). (1) 


I ta funkcija p je dakako homogena s-toga stupnja, t. j. 


@ (a) = Ca’, (2) 
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Red će dakle u tom slučaju glasiti 


A A 1 
o (=) +re (=) +r9 (5) +..= Do +- ota) + 
Ly 7S r r r 
2 1 g 
a 9) $...= oy 2, = —S gates (9 
r mile —1) r(r —1) 


pri čemu je uvjet konvergencije dakako s >1 (s ne mora biti cio 
broj!). 

Da istražimo, da li konvergencija i suma reda zavise od načina 
dijeljenja, zamislimo, da je prva razdioba po volji, a zatim da se 
dužine dijele svaka na jednake dijelove. Funkcija f treba da je 
takva, da se dobije opet ista suma, dakle 


f (ay, a0, ...5 0,) +Gd+Cat...+Od=GA' (4) 
ili, zbog A= a,-+a,+...+4, 
f (41, a2, .--, a,) = Ci ara. ay (a Po Fe + a7) (5) 


Time je određena najopćenitija takva funkcija. Treba još po- 
kazati, da ona zaista daje konvergentan red i uvijek istu sumu uz 
bilo kakvu razdiobu, ako samo maksimum svih kod pojedinog 
koraka dijeljenja dobivenih dužina konvergira prema nuli, kad se 
proces dijeljenja nastavlja bez kraja i konca, t. j. ako su diobene 
točke, dobivene tim procesom, gusto razasute po dužini A, Načinimo 
dakle i kod drugog koraka dijeljenja razdiobu po volji, a dalje 
dijelimo svaku od nastalih dužina na jednake dijelove. Dužine 
a,,...,@,, koje nastaju kod prve diobe, dijeljene su dakle dalje 
jedamput po volji, a zatim u jednake dijelove, pa daju po pređa- 
šnjem rezultatu ukupni prilog € a + G a, Pes Cra; dok“ je 

prvotna dužina jednom diobom dala izraz (5). Zbroj je dakle opet 
C,A. Nastavljajući tako, možemo dijeliti po volji n puta, pa dobi- 
jemo N =r" dionih dužina ¢,,é,...,éy, a ostatak reda, koji bi 
' potjecao od daljeg dijeljenja u jednake dijelove, iznosio bi 
R=G(hHet.. den) 16) 
i za taj se ostatak parcijalna suma reda do uključivo n-tog koraka 
dijeljenja razlikuje od sume C,A'. No ako je e najveća od dužina 
onda je 
R,=G (j++ -.+ey) = 
= € (g g es Nee ren Selu A. (7) 


Ey) Eg,++ +, Es 
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Budući da smo pretpostavili, da taj maksimum e dionih dužina 
kod pojedinih koraka dijeljenja konvergira prema nuli za n—> oo, 
moraju parcijalne sume reda konvergirati prema C,A*, čime je 
dokaz izvršen. 


Stavimomlisre=2 85267 =, izlazi 


2 , 
Ff (a, a) = 2 [(a1 + ay) — (a; + a;) | = Cdyn, (8) 
az) PSS, SS ais C=. 
f (aq, a) = s (a, aig ay)? — (al zr a;)| = cay a2 (ay + ay). (9) 


Rezultat (5) se moze geometrijski interpretirati (primjedba 
J. Karamate). Uzmimo najprije, da je s= 3 i stavimo C, =1. Izraz 
(5) se onda može shvatiti kao volumen kocke s bridom A, od kojega 
su oduzete kocke s bridovima a,,4,,...,a,, koje možemo zamisliti 
nanizane uzduž samog brida A velike kocke. Drugi korak znači, 
da se od tih malih kocaka oduzmu još manje kocke unutar njih, 
poredane uz njihov jedan brid i ostatak njihova volumena pripoji 
ostatku velike kocke, koji je dobiven kod prve diobe. Sad su dakle 
od velike kocke odbijene samo one sitne kocke dobivene drugom 
diobom. Tako nastavljajući jasno je, da ostatak volumena teži 
prema volumenu A?® velike kocke, jer se od njega odbijaju sve 
manje kockice, kojima maksimum bridova teži k nuli. Za s=2 
bili bi to kvadrati, a za s >> 8 višedimenzionalne kocke, t. zv. mjerni 
politopi. 

Na kraju još primjećujemo, da se i ne mora uvijek dijeliti na 
isti broj dijelova, nego se, recimo, k-ta dužina može dijeliti općenito 
na r, dijelova i funkcija za nju uzeti u obliku 


f(m....a)=Q (x > <): (10) 


i=1 


112. Poznata je činjenica, da je staza našeg Mjeseca s obzi- 
rom na mirno Sunce u svakoj svojoj točki (pa čak i onda, kad se 
Mjesec nalazi između Zemlje i Sunca) konkavnom stranom okre- 
nuta prema Suncu. Ako je R udaljenost planeta od Sunca, r uda- 
ljenost satelita od tog planeta, T ophodno vrijeme planeta i t ophod- 
no vrijeme satelita, koji uvjet mora biti ispunjen, da taj satelit (kao 
i naš Mjesec) ima stazu, koja je prema Suncu uvijek konkavna? 
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Zadatak dostavio: H. Nestorov. Riješili H. Nestorov, Zagreb; 
V. Devidé, Zagreb i D. Skoko, Zagreb. 

H. Nestorov rješava zadatak analitički u polarnim koordina- 
tama 0, p. Uvjet konkavnosti krivulje prema polu, u kome se 
nalazi Sunce, jest 


do\? d? 
02 +2 (49) —e5;>0. 
o 
Ako uvedemo vrijeme t kao parametar krivulje, i kutne brzine w 


(planeta oko Sunca) i w, (satelita oko planeta), dobivamo para- 
metarsko predočenje staze satelita prema Suncu (Slika 1.) 


x= Reoswt + rcosa,T, y = Rsinwt+rsinwt. 


Pretpostavljamo, da se planet giba oko Sunca jednoliko po 
krugu, a isto tako satelit oko planeta. Staza satelita oko Sunca je 
tada prikraćena epicikloida. Pomoću gornjih formula nađemo 

OF eyes o = are tg — 
mie ZLE omeo E Mora 
i derivacije 9 gogz POMOĆU gr dr 9 deter ce 
Staza će svakako biti stalno konkavna prema Suncu, ako je kon- 
kavna u času konjunkcije satelita sa Suncem, t. j. u času kad je 
satelit između Sunca i planeta (L, u slici 1.). Za taj je položaj 
o=R—r, (@ —o) |= 180°, 


Ge I RO Sry ae Bip AAS Rr (@; — w)? 
P= R—r > 2% =— VY, M= REY . 
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Uvjet konkavnosti za ovu točku glasi sada nakon redukcije: 


—rT 2 
= [ Rv —ro,)?— Rr(o—0)] >0. 


Ro — TO ,/ 


2 
Kako je kod satelita Ze >t. o >1 slijedi odavle - E no 


ili konačno kao traženi uvjet 4 = BE 

Numerički primjer za naš Mjesec: R = 23.438,5 radija Zemlje, 
r= 60,3 radija Zemlje, T = 365,256 srednjih dana, t = 27,322 sred. 
dana (w==0% 9856, w, ==13% 18). Dobivamo R/r = 388,9, (T/t)? = 
178,7 = (0,/0)?, te je naš uvjet doista ispunjen. 


V. Devidć rješava zadatak kinematički ovako: Iz poznate staze 

satelita slijedi, da je rezultantna akceleracija satelita u času ko- 
k 2 2 

njunkcije sa Suncem i = , ako je V linearna brzina planeta 


R 
oko Sunca, v linearna brzina satelita oko planeta. Ako radi potpu- 
nosti diskusije dopustimo i slučaj r > R (makar da se tada jedva 
može govoriti o »satelitu«), onda je uvjet konkavnosti, da rezul- 
tantna akceleracija bude uperena prema Suncu. Dakle za r = R 


‘ ; . v2 v > ard 21a 
je uvjet konkavnosti zomi <0 ili R<\p]: 

2 
(Odavle za R >> r dobivamo radi v=% mje vee -ropet * > (7) 


kao prije.) 
Prema tome odgovarat će točkama šrafiranog dijela polurav- 


nine E; 5 o (vidi sliku 2.) staze konkavne u svakoj točki. Samoj 


2 
paraboli i = (2) odgovaraju staze, koje nisu nigdje konveksne 


prema Suncu. U točki A (r==0) zadatak je trivijalan; pravcu 
BC (r = R) odgovaraju konkavne staze, koje prolaze Suncem, spec. 
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točki B odgovaraju kružnice polumjera 0Zo<Z2R, a točki C 
dužina duljine 4R, koju Sunce raspolavlja, a satelit je u ophodnom 
vremenu t=T dva puta prođe. 

T3 E Gm R3 bu GM 

1? 4n2 * J? 4n2 * 

gdje su M masa Sunca, m masa planeta, G konstanta gravitacije. 
Uvrstimo li to u uvjet konkavnosti, dobivamo (sad se ograniča- 


vamo na r< A) Vz. 


Po trećem Keplerovu zakonu je 


dakle kao uvjet r > rg = R° \z 

Uzmemo li numeričke vrijednosti u Sunčevu sustavu (vidi 
»Almanah Bošković 1950« str. 75—78.), onda vidimo, da je naš 
Mjesec jedini satelit, kojemu je staza svagdje konkavna prema 
Suncu. (Samo još novo otkriveni drugi satelit Neptuna, Nereid, 
prema dosad poznatome r imao bi stazu istog svojstva.) 


119. Dokaži: 
1. Površina trokuta sa stranicama a, b i 'c zadovoljava uvijek 


relaciju ? 
2 (ab + be + ca) — (a? + 6? + 0") 


. 4/3 
2. Ako je a+ f+ y = 180%, tada je 


PS 


tg ; + tg : Sg. z > 3. 

Zadatak je dostavio J. Karamata, a riješio ga je F. Nedčla, 
D. Blanuša i D. Skoko. Nedčla ga rješava ovako. 

1. Zbrojimo li tri puta kosinusov poučak, dobivamo 

a2+b? + ce2 = 2 ab cos y + 2 be cos a + 2 ca cos 8 < 2(ab + be + ca), 
jer ni jedan od navedenih kosinusa ne može poprimiti vrijednost 1. 
Desna je strana zadane relacije dakle bitno pozitivna. 

Ako površinu P izrazimo pomoću Heronove formule, dobivamo 

16P?2>(a+b+0)(b+c—a)(a—b+ ec) (a+b—c)= 
= 2 (a2b2 + b2c2 + c2a”) — (at + bt + 4). 
Oznatimo li desnu stranu zadane relacije sa D, mozemo pisati 
48 D2 — 48 P2 = [2 (ab + be + ca) — (a? + b? + c2)]? — 
— 6 (a2 b?2 + b2 ce? + 024%) + 3 (at + bt + ct) = 
4 fat + bt + ct — a3 (b + c) — 83 (c + a) — 3 (a + b) +abe a +b +0]. 
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To se može napisati i u obliku 
= 2'|(a + 6 te)? (a'— b)ž (bea) (Go) tio ob zadao (eb) alae 
o čemu se uvjerimo, ako izmnožimo. Kao suma kvadrata izraz nije 
negativan, a jednak je nuli samo za a=b=<. 
Odavle slijedi D? > P*, a zbog D>0 i 
IB) = IP). 
2. Prema uvjetu su a, f i y kutovi trokuta, pa vrijedi 


a o able 


o e E 


i analogno za f iy . Nalazimo 


ELE ee Ute Gs are 
- ((S— b) (S—c) + (S —c) (S—a) + (S—a) (S—b)). 
Lakim ratunom dalje nalazimo 
= gp [2 (ad + be + ca) — (a? + B+ eM = VED. 
4 P Jie 
Prema tome doista postoji 
te + uo + tg Z>vV3. 
D. Blanuša pokazuje najprije, da su obje nejednadžbe 1. i 
2. ekvivalentne. Doista, na osnovu relacije 


& _ /(S—bB)(S—e) 
2 S(S—a) 


tg 


i analognih za + it oy zbrajanjem dobivamo iz 2. relaciju 1., a 


također transformacijom 1. relaciju 2. 


Da dokažemo relaciju (2) bilježimo najprije uvjet za kutove 


trokuta 
atpty=a. (3) 
Dalje vrijedi 
O<caca, 0O<B<z, 0O<y<z. (4) 
Uvjete (4) proširujemo na 
—z<a<zT, —z<B<z, u Ss 5 (5) 


jer će se pokazati, da i onda još vrijedi relacija (2). Dopuštamo 
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dakle i negativne kutove. Stavimo 


a 8 Wi oa 
> eee eg ik (6) 


Treba dakle odrediti predznak od A. Zbog (3) mozemo (6) 
pisati 


a =E 
stutter hte tes V8 (ag te 5 
as NEJ. rs att) 
a er 


Diskutiramo najprije predznak nazivnika. Ako su a i B oba 
pozitivna ili jedan pozitivan i jedan nula, jasno je da je 


a 8 
Lani ndu (8) 


tg 


Oba kuta a i B ne mogu biti nula, jer bi onda prema (3) 
bilo y == a, što isključuje treća relacija (5). Ako je jedan kut pozi- 
tivan, a drugi negativan, recimo a> 0, f < 0, onda zbog 

a + fo) ==>1n—y = 0 , 
što izlazi iz (3) i (4), vrijedi 
bi Bilis 


dakle 6s > tg a =— tg a što je ekvivalentno sa (8). 


Uvijek je dakle nazivnik u (7) pozitivan. Da odredimo predznak 
brojnika, stavimo 


KRI PM 
Ka Set So ate (9) 


gdje e i 7 primaju sve realne vrijednosti, kad se fi y mijenjaju 
u granicama dopuštenim prema (5). 


Brojnik u razlomku (7) lako odredimo i on iznosi 


ett ee tlet a), 
Ki 2 


Ovaj je izraz nula onda i samo onda, kad je <==), t. j. 
= —— = Inače je taj izraz veći od nule, t. j. 
Aw 10. 


što se prema (6) podudara sa (2). 
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140.* Kolik je koeficijent rastezanja uzduha za 1% Fahren- 
heitove skale? S tim u vezi neka se odredi stupanj apsolutne nule 
u toj skali. (Dostavio D. Pejnović), 


Luka Krnić (Šibenik) poslao je slijedeće rješenje: 


1° F iznosi 5 °C, Budući da je koeficijent rastezanja za uzduh 
u Celzijevoj skali a == s izlazi za Fahrenheitovu skalu 
sm 1 
a, = a =, 


Sličnim načinom učenik Ibrahim Aganović (Banjaluka) dobiva 
za koeficijent rastezanja u Fahrenheitovoj skali približnu vrijednost 
1/500. U oba ova rješenja nije uzeto u obzir, da kod računanja 
treba početi s volumenom 1 cmš kod 0% F, a ne kod 0% C (= 32° F). 
Donosimo ovdje slijedeće rješenje: i 

1 cm? uzduha kod 0° C (==32% F) ugrijan za 1% C dobiva 
volumen (1+) cm’, Grijanjem od 320 F na 33% F dobivamo 


volumen (u cm?) 


5 1 1 
tg eae oi 
Postavimo li a=a onda spomenuti 1 cmš kod 0% F ima 


volumen 


459 
ned =a a ee 
1— 32a 491 (cm3) 


Sada možemo uzeti, da se grijanjem od 0% F do 19 F 


ane cm’ rastegne za soo cm’, a 
491 Em 491 
ih ” ” ” B ” 


Tako izlazi za koeficijent rastezanja u Fahrenheitovoj skali 


vrijednost 
KU iL 


P= Foi—32 ~ 450° 


Prema tome apsolutna nula temperature dolazi kod —459° F. 
Možemo još ovo dodati: ako neka temperatura iznosi x" C, 
a y%F, onda vrijedi poznata jednadžba 


r=32+ 2x. 


Uvrstimo li ovamo x = — 273°C, izlazi y == —459% F. 
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146.* Čestice masa m, i m, sraze se savršeno elastično. Otklon 
njihove spojnice prije i poslije sraza, u sustavu u kojem miruje 
težište, iznosi 9. U sustavu, u kojem je do sraza mirovala masa 
m,, smjerovi brzina nakon sraza prema spojnici prije sraza zatva- 
raju kutove 9, i 9,. Dokaži da postoje relacije 
m»sin O x— 


}% = — — 


tg}; = — = 
5 1 mocos + m, ¥ 2 


(Dostavio Z. Jankovic) 


147. Dokaži: Svaki prim broj, osim 2, može se prikazati u 
obliku razlike dvaju kvadrata samo na jedan jedini način; a svaki 
prim broj, koji ima oblik sume dvaju kvadrata, može se prikazati 
samo na taj jedan jedini način sumom dvaju kvadrata u skupu 


prirodnih brojeva. 
(Dostavio M. Brčić-Kostić) 


148. U ormaru nalazi se 10 različitih pari cipela. Izvadimo 
na sreću četiri cipele. Kolika je vjerojatnost, da će se između tih 
4 cipela nalaziti barem jedan par iste vrsti? 

(Dostavio V. Vranić) 
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Zadatak je časopisa da kod učenika srednjih i srednjih stručnih 


Serene SA škola, kao i ostale omladine, pobudi što veće zanimanje za izučavanje | 
Dae As matematike, fizike i srodnih nauka. 
ea ss List izlazi u 5 brojeva.tokom jedne školske godine, a već je izašao 


Masi treći broj za 1950/51, Pretplata iznosi godišnje Din 60.—, a cijena poje- | 

j dinog broja Din 15— . ~ A q a) 

_ _ Pretplate i narudžbe slati na »Školska knjiga — poduzeće za izda- 

ka vanje školskih knjiga i udžbenika«, Uprava: Zagreb, Ilica 28 (tel. 23-198) 
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Upravo je izašla iz štampe knjiga 


DR. ĐURO KUREPA: TEORIJA SKUPOVA | 


Zagreb, 1951, XX + 444, izdanje Školske knjiga ' BROMA 


Knjiga je prva te vrste na Slavenskom Jugu; ona nas uvodi u ik 

teoriju skupova ili množina, s osobitim obzirom na karakter te nove Pg 

i nauke kao uvodne u druge nauke s jedne strane, a s druge strane | ši 
ME a iznosi neke još otvorene probleme naročito u vezi uloge što je pojam 
uređenja ima u matematici i drugdje. Knjiga se preporuča svima 

onima, koji se žele uputiti u same početke i temelje matematike onako, 

Mu kako se to danas smatra najprikladnijim. : wisi eee 
ee _,,Cliena knjige iznosi Din 344— i može se kupiti u svim Većim; 
yey bad a knjižarama, a također naručiti kod »Školske knjige«, Zagreb, Ilica 28. | 


Upozoravamo sve, koji se zanimaju astronomijom i prirodnim M) 
i naukama, da je izišao iz štampe MIRALI 
ĐĐ. ALMANAH BOŠKOVIĆ 


ZA GODINU 1951 


eee 2 
+ M 


U njemu se, uz opširni i iserpni astronomski dio, nalaze i ovi članci: 
ME Dr. S. Hondi: Boškovićev stalak, ZENA ši 
MRs N. Abakumov:  Geoid, is 


Dr. Ing. D. Blanuša: Problemi kozmologije i kozmo. 
D. Grdenié: Rentgenska strukturna analiza kao najmo 


> Almanah se može dobiti u svim većim knjižarama. Članovi 
prir. društva (pretplatnici »Prirode« 
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